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Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen. 

(Von Herrn Frobenius in Zürich.) 



In den Untersuchungen über die Transformation der quadratischen 
Formen in sich selbst hat man sich bisher auf die Betrachtung des allge- 
meinen Falles beschränkt, während die Ausnahmen, welche die Resultate 
in gewissen speciellen Fällen erfahren, nur für die temären Formen er- 
schöpfend behandelt worden sind {Bachmann, dieses Journal Bd. 76, S. 331; 
Hermitey dieses Journal Bd. 78, S. 325). Ich habe daher versucht, die 
Lücke zu ergänzen, die sich sowohl in dem Beweise der Formeln findet, 
welche die Herren Cayley (dieses Journal Bd. 32, S. 119) mA Hermite 
(dieses Journal Bd. 47 , S. 309) für die Coefficienten der Substitution ge- 
geben haben, als auch in den Betrachtungen, welche Herr Rosanes (dieses 
Journal Bd. 80, S. 52) über den Charakter der Transformation angestellt 
hat. Indem ich an Stelle der quadratischen Formen symmetrische ' bilineare 
Formen behandelte, wurde ich darauf geführt, meine Untersuchungen auch 
auf altemirende Formen auszudehnen. Ob für die Transformation jeder 
bilinearen Form mit cogredienten Variabein in sich selbst ähnliche rationale 
Darstellungen existiren, ist eine Frage, die noch der Beantwortung harrt. 
Ist die Form eine allgemeine, d. h. sind die Wurzeln einer gewissen Glei- 
chung alle unter einander verschieden, ist eine solche Darstellung von 
Herrn Christoffel angegeben worden (dieses Journal Bd. 68, S. 260.) 

Wird zunächst nur die eine Reihe der Variabein einer bilinearen 
Form einer linearen Substitution unterworfen, so gehen in die Ausdrücke 
für die Coefficienten der transformirten Form die Coefficienten der ursprüng- 
lichen Form in der nämlichen Weise ein wie die Substitutionscoefficienten. 
Betrachtet man also die Form als einen Operandus und die Substitution 
als eine Operation, die mit der Form vorgenommen wird, so. erscheint in 
dem Resultate der Unterschied zwischen Operandus und Operator in der- 
selben Weise verwischt, wie beim Multipliciren der zwischen dem Multi- 
plicandus und dem Multiplicator oder bei der Rechnung mit Quatemionen 
der zwischen einem System zweier Strecken im Räume und der Operation 
des Streckens und Drehens, welche ein solches System in ein anderes über- 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 1 
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fthrt Diese Elrwagnngen leiteten mich darauf, statt der Transfonnation 
der büinearen Formen die Zusammensetzong der linearen Sabstitotionen 
VOL behandeln« 

§. 1. Mnltiplieatioii. 
1« Sind Ä und B zwei bilineare Formen der Variabein Xi, ... x.; 
jfi, ... y., 80 ist auch 

eine bilineare Form derselben Variabein. Dieselbe nenne ich aas den 
Formen A und B (in dieser Reihenfolge) B Mi a mmemj fe$eM *), Es werden 
im Folgenden nur solche Operationen mit bilinearen Formen vorgenommen, 
bei welchen sie bilineare Formen bleiben**). Ich werde z. K eine Form 
mit einer Constanten (von Xt^ jfi; . , • x^j y. unabhängigen Grösse) moltipli- 
eifen, zwei Formen addiren, eine Form, deren Coefficienten von einem 
Parameter abhängen, nach demselben differentüren. Ich werde aber nicht 
zwei Formen mit einander mnltipliciren. Ans diesem Grande kann kein 
Missverständniss entstehen, wenn ich die ans A and B zusammengesetzte 
Form P mit 

AB = Jg ?^ f^ 

bezeichne, und sie das Product der Formen A und B, diese die Factaren 
von P nenne. Für diese Bildung gilt 
a) das distribuHve Gesetz: 

A(B+C) = AB+AC, {A + B)C = AC+BC, 
(A+B){C+D) = AC+BC+AD + BD. 

*) Borchardi, Nene EigeDSchaft der OleichuDg, mit deren Hälfe man die saeoulären 
Störungen der Planeten bestimmt Dieses Journal Bd. 30, S. 38. 

Cajfley, Remarques $ur la notation des fonciions algibriques. Dieses Journal 
Bd. 50, S. 282. 

Hesse, Neue Eigenschaften der linearen Substitutionen, welche gegebene ho- 
mogene Fanctionen des zweiten Grades in andere transformiren, die nur die Quadrate 
der Variabein enthalten. Dieses Jonmal Bd. 57, S. 175. 

Ckristoffel, Theorie der bilinearen Formen. Dieses Journal Bd. 68, S. 253. 

Rosanes, Ueber die Transformation einer quadratischen Form in sich selbst 
Dieses Journal Bd. 80, S. 52. 

**) Unter dem Bilde einer biliuearen Form fasse ich ein System von «'Grössen 
zusammen, die nach n Zeilen und n Colonnen geordnet sind. Eine Gleichung zwischen 
zwei bilinearen Formen repräsentirt daher einen Complex von n* Gleichnngen. Ich 
werde bisweilen von dem Bilde der Form absehen und unter dem Zeichen Ä das 
System der n* Grössen üaßj unter der tTleichung il = fi das System der m* Gleichungen 
Qaß s baß verstehen. 
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Sind a nnd b Constanten, so ist 

{aÄ)B^A{aB)^a(^AB), 
{aA+hB)C = aAC+hBC. 
ß) das assodatwe Gesetz: 

(AB)C =- AiBC), 
daher diese Bildung kurz mit ABC bezeichnet werden kann. Denn AB 

dB 

entsteht, indem in ^ die Variabein y^ durch -^ — , lineare Functionen von 

y n • • • yn9 ersetzt werden , oder indem in £ die Variabeln x^ durch -^ — , 

lineare Functionen von Xi^ ... a:„, ersetzt werden. Die Form {AB)C wird 
also gebildet, indem in B erst die Variabeln x„ durch die linearen Functionen 

dA 

-g — von a?i , ... a?„ und dann die Variabeln y, durch die linearen Func- 

dC 
tionen -^ — von yx , . . . y« ersetzt werden. Die Reihenfolge dieser beiden 

Substitutionen ist aber offenbar gleichgültig. 

y) es ) gilt aber nicht allgemein das commutaHve Gesetz. Die Formen 
AB und ^i4 sind im allgemeinen von einander verschieden. Ist AB = BAj 
so heissen die Formen A und B mit einander eertauschbar. Aus dem dis- 
tributiven Gesetze folgt: 

L Ist jede der Farmen A^ B, C, . . . mit jeder der Formen P, Q, H, ... 
vertauschbar y so ist auch die Form aA'\'bB'\'cC+*** mit der Form pP+qQ+rR+'-' 
vertauschbar. 

Sind femer B und C beide mit A vertauschbar, so folgt aus dem 
asBOciativen Gresetze 

A{BC) = {AB)C==:iBA)C = B{AC) = B{CA) = (BC)A, 

• 

es ist also auch BC mit A vertauschbar. (Dies ist ein specieller Fall des 
Jacobi'Paisson%cheu Satzes aus der Theorie der partiellen Differentialglei- 
chungen erster Ordnung.) Durch wiederholte Anwendung folgt daraus: 

n. Ist jede Form einer Reihe mit jeder Form einer anderen Reihe 
vertauschbar f so ist auch jede aus den Formen der ersten Reihe zusammen" 
gesetzte Form mit jeder aus denen der anderen Reihe zusammengesetzten ver^ 
tauschbar. 

Eine Form, welche aus mehreren Formen durch die Operationen 
der Zusa.mmensetzung, Multiplication mit constanten Coefßcienten und Ad- 

!• 
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dition (in endlicher Anzahl) gebildet ist, soll eine game Function jener 
Formen genannt werden. Ans den obigen Sätzen folgt dann: 

m. Ist jede Form einer Reihe mit jeder Form einer anderen Reihe 
vertauschbar y so ist auch jede ganze Function der Formen der ersten Reihe 
mit jeder ganzen Function der Formen der anderen Reihe vertauschbar, 

2. Die Form, welche aus ^ entsteht, indem die Variabein x^^.^.x^ 
niit yi , ... yn vertauscht werden, heisst die conjugirte Form von A (Jacobi, 
dieses Journal Bd. 53, S. 265) und wird im Folgenden stets mit A be- 
zeichnet werden. Die conjugirte Form von aA ist aÄ, die von A + B ist 
A' + B\ Die conjugirte Form von 

AB =. ^4^4^ 

ist 

^dA' dB' p,., 

IV. Ist eine Form aus mehreren zusammengesetzt, so ist die conju- 
girte Form aus den conjugirten in der umgekehrten Reihenfolge zusammen- 
gesetzt. 

Ist A mit B vertauschbar, so ist daher auch A' mit B' vertauschbar. 
Denn nimmt man in der Gleichung AB = BA auf beiden Seiten die con- 
jugirten Formen, so erhält man B'Ä = AB\ 

Eine Form heisst symmetrisch, wenn sie ihrer conjugirten gleich ist, 
altemirend, wenn sie ihr entgegengesetzt gleich ist. Jede Form kann, und 
zwar nur in einer Weise, als Summe einer symmetrischen und einer alter- 
nirenden Form dargestellt werden. Denn ist A = S+T, wo S symmetrisch 
und T altemirend ist, so ist Ä = S-T, und daher S=k{^+Ä\ T=^{A-A). 

Die Form Ä A ist nach Satz IL symmetrisch. Der Coefficient von 

x„ya in derselben ist a]a + äi„-\ HöL» Sind daher die Coefficienten von 

A reell, so kann A'A nur dann identisch verschwinden, wenn A Null ist 
Sind allgemeiner die entsprechenden Coefficienten a«^ und b^ß der Formen 
A und B conjugirte complexe Grössen, so kann AB' nur verschwinden, 
wenn A Null ist. Denn der Coefficient von x„ya ist in dieser Form 

3. Die Gleichung P =^ AB ist eine symbolische Zusammenfassung 
der n^ Gleichungen 

Paß=^<Sa^Xß («, /^=1, 2, ... «). 
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Mithin ist die Detenninante von P, die ich mit | P \ bezeichnen werde, gleich 
dem Producte der Determinanten |^| nnd \B\. Femer ist jede par- 
tiale Determinante m^^ Grades von |P| eine Snmme von Producten je 
einer partiälen Determinante m^^^ Grades von \A\ nnd einer partialen De- 
terminante m*®° Grades von \B\. Dnrch wiederholte Anwendung dieser 
Sätze ergiebt sich: 

V. Die Determinante eines Productes mehrerer Formen ist gleich dem 
Producte der Determinanten der Factoren; jede partiale Determinante m^ 
Grades der Determinante eines Productes ist eine homogene lineare Function 
der partialen Determinanten m*^ Grades jedes einzelnen Factors. 

Darans ergeben sich die Folgerungen: 

VL Wenn die Determinante eines Productes verschwindet, so muss 
auch die eines Factors verschwinden; wenn in einem Factor eines Productes 
alle partialen Determinanten m^^ Grades verschwinden , so verschwinden sie 
auch im Producte. 

Speciell ergiebt sich für m = 2 und m = 1 : 

Vn. Wenn ein Factor eines Productes in zwei Linearfactoren zer- 
fällt , so zerfällt auch das Product; wenn ein Factor eines Productes rer- 
, schwindet, so ist auch ^das Product Null. 

Letzteres gilt aber nicht umgekehrt. Denn wenn z.. B. A die Va- 
riabein yi, ... y^ und B die Variabein x^^^...x^ nicht enthält, so ist 
^ß = 0. 

Die Determinante von aA ist a''|-4|. 

Die Determinante der conjugirten Form Ä ist der von A gleich. 
Die Gesammtheit der partialen Determinanten m^^ Grades von \A\ ist mit 
der Gesammtheit derer von |^| identisch. 

§. 2. Division. 

1. Ist A=^2a^ßX„yp eine gegebene Form, so stellen wir uns die 
Aufgabe, alle Formen -X = -Taj^^aj^y^ zu bestimmen, welche der Gleichung 
AX=^0 gentigen. Dieselbe repräsentirt das System der n^ Gleichungen 

Ist daher die Determinante der Form A von Null verschieden, so 
müssen die Grössen x^ß sämmtlich Null sein. 

I. Ist AX^Q und die Determinante von A nicht Null, so ist X = 0. 
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Ist also die Determinante von C nicht Null, so folgt aoB der Glei- 
chung AC=^BCy dasB A^B i&t 

Soll ^Jir=:0 sein, so müssen die n Werthereihen 

Lösungen der n linearen Gleichungen 

(1.) fl„iXi + öa2a?2 + --- + öa,a?« = (a = l, 2...«) 

sein. Ist in der Determinante von A der höchste Grad nicht verschwin- 
dender Unterdeterminuiten gleich m^ so haben diese Gleichungen u—m un- 
abhängige Lösungen und nicht mehr. Daher kann in der Determinante 
von X der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten nicht 
grösser als n—m sein, und es giebt Lösungen X der Gleichung ^A^=:0, 
in deren. Determinante jener Grad wirklich gleich n— m ist Ist 

eine solche Lösung, so befinden sich unter den Werthereihen 

Puf Plxy • • • Pn» (*=1? 2, ... n) 

n^-m unabhängige (und m von diesen abhängige) Lösungen der linearen 
Gleichungen (1.). Daher lässt sich jede andere Lösung aus ihnen linear 
zusammensetzen. Ist also Xiß , X2^^ ... x^ß irgend tine Lösung der Glei- 
chungen (1.), so ist 

^lß^^Pl*9Mßy • • • ^nß^^Pn»quß9 

und folglich ist X^PQ. 

Ist umgekehrt JT = P irgend eine particuläre Lösung der Gleichung 
AX^O und ß eine willkttrliche Form, so ist 0^{^AP)Q =^ A{PQ), und 
mithin ist auch X=^ PQ eine Lösung jener Gleichung. 

Wenn die Form P -4 = ist, so ist auch die conjugirte Form A'F = 0. 
Mithin sind die Lösungen der Gleichung XA = die conjugirten Formen 
von denen der Gleichung A'X=^0. Ist also in der Determinante von A 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten gleich m^ so 
ist in keiner Lösung der Gleichung XA = jener Grad grösser als n—m. 
Es giebt aber Lösungen, für welche er wirklich gleich «— m ist. Ist P 
eine solche, und Q eine willkttrliche Form, so ist X=QP die allgemeinste 
Lösung der Gleichung XA=^0. 

2. Wenn m = «— 1 ist, wenn also die Determinante von A Null 
ist, während ihre ersten Unterdeterminanten nicht alle verschwinden, so 
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zerfUlt jede Lösung der Gleichung AX^O oder XA^O in zwei Linear- 
factoren. 

Ist baß der Coef&cient vcfn Oß^ in der Determinante der Form A, so 
lieisst die Form B^^Sb^ßX^yß die adjungirte Form von A. In dem Pro- 

ducte AB ist der Coefficient von x„yß gleich öai*i/j + öa2ii/?H y^anKß, 

also Null oder |^|y je nachdem a von ß verschieden ist oder nicht; und 
dasselbe gilt von dem Producte BA. Setzt man also, wie stets im Folgenden 
geschehen wird, 

E = 2x„ya, 
so ist 

(2.) AB=^BA = \A\E. 

Ist die Determinante von A Null, während ihre ersten Unterdeter- 
minanten nicht alle verschwinden, so ist daher AB=:BA = Oj und B ist 
nicht identisch Null. Mithin zerfiUlt B in zw^i Linearfactoren, und wenn 
Q eine willkürliche Form ist, so ist X^BQ {X^QB) die allgemeinste 
Lösung der Gleichung AX = 0. {XA = 0). 

3. Wenn die Determinante der Form A verschwindet, so ist es 
nicht möglich, der Gleichung 

(3.) AX=^E oder XA=-E 

zu genttgen, weil die Determinante von £(= 1) gleich dem Producte der 
Determinanten von A und X sein muss. 

Wenn aber die Determinante von A nicht verschwindet, so folgt aus 
(2.) , dass X=B:\A\ beiden Gleichungen genttgt. Auch kann es keine 
andere Form geben, welche eine der beiden Gleichungen (3.) befriedigt. 
Denn ist AST = £ und ^F = E, so ist A (JT- F) = und daher X-F = (L). 
Die durch die Determinante dividirte adjungirte Form, oder die durch eine 
der beiden Gleichungen (3.) eindeutig definirte Form soll die reciproke Form 
von A genannt und mit A"^ bezeichnet werden. Aus den Gleichungen 

(4.) AA-^'^E, A-'A^^E 
folgt, dass die Gleichung XA^^ = E durch die Form X = A befriedigt wird. 
Die reciproke Form von der reciproken Form ist daher wieder die ursprüng- 
liche Form. Die conjugirte Form von AA''^ = E ist, da E symmetrisch 
ist, {A'')'A=.E. Mithin ist (^-'y = (^'r'. 

In Folge der Gleichungen (4.) ist das Product der Determinanten 
von A und von A~^ gleich der Determinante von E, also Eins. Die Deter- 
minante von ^~* ist demnach gleich {Al^K 
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Ai» der DefinitioD der Ziuammendetziiiig ergiebt ack da» eine Form 
angeändert bleibt wenn sie mit E oder wenn £ mit ihr znummengeaetzt 
wird, daM abio 

ist 

Sind die Determinanten von A and B Ton Nall verschieden« so ist 
(,Aff)(B''A'') = ^ < JBF-') A"' = ^4£^~* = AA-^'^^E, es genügt also X= Ä"' A^' 
der Gleichang (^JS)X=i? and ist folglich die reciproke Form von AB. 

IL hl eine Form roa tnehl eenckwimdemder Detenmmamte am waehrerem 
9M$aimmenge$ei%tf $o i$t die reciproke Form am dem redprokem Formten im der 
umgekekrlem Beikemfolge wiuammemge$et%L 

4. Ist die Determinante von A nicht Noll, so hat die Gleichong 
AX= B stets eine L9sang X = A"^ B and keine andere. Ist aber jene 
Determinante Nall^ so hat sie nar anter gewissen Bedingangen eine Lösang, 
dann aber anzählig viele, die man aas einer erhält, indem man za ihr die 
LTisangen der Gleichang AX=^0 addirt. Jene Bedingangen lassen sich 
dahin zasammenfassen , dass alle Lösangen der linearen Gleichangen 

■ ^ - = 0, . . . -^ — = auch die Gleichangen -3 — = 0, ... -5 — = be- 

friedigen mttssen, oder dass in dem Elementensystem 

011 .... Oi^ Oll . • . öja 



• • • 



der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten eben so gross 
sein mnss, wie in der Determinante von A. 

5. Ist A mit B vertauschbar, und die Determinante von B nicht 
Null, so ist 

AB'' = {B 'B)(AB ')=fB'{BA)B ' = B'\AB)B-' = B''A, 
und mithin ist A auch mit B'^ vertauschbar. Daher soll die Form 

AB' = B''A=^ 

gesetzt und als der Quotient von A durch B bezeichnet werden. Bei 
Formen, die nicht vertauschbar sind, werden wir aber das Zeichen des 
Quotienten nicht anwenden. 

Da die Determinante von B'^^ gleich | ß | ~^ ist, so ist die Determinante 
eines Quotienten zweier Formen gleich dem Quotienten ihrer Determinanten. 
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A Al 

Die conjugirte Form von -0- ist -öt' Sind die Determinanten von A und 
B beide von Null verscliieden, so ist die reciproke Form von -^ gleich 

-T- • Sind A^ B, C irgend drei Formen, B und C von nicht verschwindender 

Determinante, so ist 

AB-' = ACC!-'B-'==iA C) {B C)-\ 
B-'A = B-'C-'CA = iCB)-'(CA). 

Sind also je zwei dieser Formen vertauschbar, so ist 

A _ AC _ AC _ CA _ CA 
B ~ BC ~ CB ~ BC ~ CB' 

§. 3. Rationale Functionen. 

1. Die Form, welche man erhält, indem man a mal A mit sich 
selbst zusammensetzt, wird mit A° bezeichnet und die a^® Potems von A 
genannt Durch wiederholte Anwendung des associativen Gesetzes ergiebt 
sich (vgl. Borchardt, dieses Journal, Bd. 30, S. 42) die Formel 

(1.) A^A^ = A^A' = A^^^ 

Dieselbe bleibt, wenn man 

Ä' = E 

setzt, nach §. 2., Formel (5.) auch richtig, wenn einer der beiden Exponenten 
oder beide Null sind. Ist die Determinante von A nicht Null, so entsteht, 
indem a mal A"^ mit sich selbst zusammengesetzt wird, eine Form, die mit 
A""" bezeichnet wird. Dann ist leicht zu zeigen, dass die Gleichung (1.) 
auch für negative Werthe der Exponenten richtig bleibt Mithin ist A'". 
die reciproke Form von A". Für positive und negative Werthe des Ex- 
ponenten ist E^'^E. Ist a eine Constante, so ist (aAy =^a''A''. 

Ist flf(r) = a,)+öir+«-* + öm ^'" eine ganze Function von r, so heisst 

die Form au-4"+öi-4*H höm-^"* ei^^e ganze Function m*^"" Grades von A 

und wird mit g {A) bezeichnet. Nach §. 1. Satz III. ist jede ganze Function 
g{A) von A mit jeder andern ganzen Function h{A) vertauschbar. Ist die 

Determinante von h {A) von Null verschieden, so heisst der Quotient ^T-iy 

eine rationale Function von A, und wird, wenn -|^=:/'(r) ist, mit f{A) 
bezeichnet 

Jonrnal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 2 



XO Frobenius, über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 

s 

Nach §. 1. Satz IV. ist die conjugirte Form von -4" gleich -4'" und 
daher die von g{Ä) = Sa^A" gleich g{Ä). Da femer die conjugirte Form 
eines Quotienten gleich dem Quotienten der conjugirten Formen ist, so ist 
die conjugirte Form einer rationalen Function f(^A) gleich f{A'). Jede 
rationale Function einer symmetrischen Form ist wieder symmetrisch. Von 
einer altemirenden Form ist jede gerade Function symmetrisch, jede un- 
gerade altemirend. 

Ist A mit B vertauschbar, so ist auch jede ganze Function g{A) 
mit jeder ganzen Function G{B) vertauschbar (§. 1. Satz HI.). Sind femer 
die Determinanten der ganzen Functionen h{A) und H{B) von Null ver- 
schieden, so ist auch (hiA))"^ mit {H{B))~^ vertauschbar; folglich ist auch 
g{A){h{A))-' mit G{B){H{B)y vertauschbar. 

I. Sind zwei Formen vertauschbar ^ so ist auch jede rationale Function 
der einen mit jeder rationalen Function der andern vertauschbar. 

Je zwei rationale Functionen derselben Form sind mit einander eertauschbar. 

Nach §.1. SatzV. ist die Determinante von -4" gleich |^|^ Da die 
Determinante von A~^ gleich \A\~^ ist, so gilt dies auch für negative Werthe 
des Exponenten. Die Determinante von rE—A ist eine ganze Function 
uten Grades von r und soll die charakteristische Determinante oder FuncHen 
von A genannt werden {Cauchy, Memoire sur Tint^gration des dquations 
Unfaires; Exerc. d'analyse et de phys. math. tome L, p. 53,). Ich setze 

bezeichne also mit r,, r,, ... r^ die Wurzeln der charakteristischen Glei- 
chung von A, jede so oft gezählt, wie ihre Ordnungszahl angiebt Ist 

g(r) = Oüf^+öir^-'H h^m = ei(*i— r) ... {s^-r) 

eine ganze Function von r, so ist offenbar 

g{A)==aoA'^+a,A'^-' + ^" + an.A'^a{siE^A) ... {s^E-A). 

Da die Determinante eines Productes gleich dem Producte der De- 
terminanten der Factoren ist, so ist folglich 

= a(Äi-rO ... («m-n) ... ö(«i-0 ... («;n-0 = flf(r,) ... flf(rj. 

Da ferner die Determinante eines Quotienten f{A) = -jftt gleich dem Quo- 
tienten der Determinanten ist, so ist 
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n. Smd Ti, r2, ... r^ die Wurzeln der charakteristischen Gleichtmg 
einer Form A, so ist die Determinante einer rationalen Function f{Ä) ton A 
gleich f(ri)f{r2) ... f{r^). 

Die Determinante einer ganzen Function g{A) ist die Resultante von 
g{r) und der charakteristischen Function eon A. 

Wendet man den ersten Satz auf die Form rE—f{A) an, so ergiebt 
sich (vgl. Borchardt, dieses Journal Bd. 30, S. 41), dass die Determinante 
derselben gleich (r— /"(rO) ... (r— /"(rj) ist: 

IIL Sind fi , r2 , ... r^ die Wurzeln der charakteristischen Gleichung 
eon Ay so sind /"{r^)^ f(f2)^ ••• /"(O ^i^ ^^ charakteristischen Gleichung 
eon f{A). 

2. Mehrere Formen A, B^ C, ... heissen unabhängig, wenn die 
Gleichung aA+bB+cC-^ — = erfordert, dass die Constanten a, b, c, ... 
sämmtlich verschwinden. Da eine Form n^ Coefficienten hat, so giebt es 
genau «^ unabhängige Formen. Daher können die Potenzen einer Form 
nicht alle unabhängig sein. Seien Ä\ A\ ... A^~^ unabhängig, sei dagegen 
A^ mit ihnen durch eine Relation 

(2.) rp{A) = 00^"+«, il'+ ...+ Opil^ = 

verbunden, wo Op von Null verschieden ist, während die übrigen Coef- 
ficienten zum Theil oder alle verschwinden können. Setzt man diese (ver- 
schwindende) Form mit A"" zusammen, so erhält man 

a^,A'' + a,A'"^''\"" + apA''-^p = 0. 

Wenn man daher die für hinreichend grosse Werthe von r con- 
vergente Reihe 

A^ >4* A^ 

mit der ganzen Function p^^ Grades 

multiplicirt , so heben sich die negativen Potenzen von r, und man erhält 
eine ganze Function (p — l)^®*» Grades G(r) (d.h. eine Form, deren Coef- 
ficienten ganze Functionen (p — 1)^®° Grades von r sind). 

Der rationale echte Bruch — ^, der sich so fllr die recurrente 

Reihe S ergiebt, ist irreductibel. Denn wäre er gleich einem anderen, 
dessen Nenner xif) vom Grade q<ip wäre, so würde sich durch Multipli- 

2* 
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cation von S mit ;j(r) und Coefficientenvergleichung ergeben, dass [bereits 
zwischen A^^ A^, ... A^ eine Gleichung bestände, wider die Voraussetzung. 
Die Reihe S ist leicht zu summiren. Denn es ist 



S A = 



r r 



SrE = A^ + A.+:^ + ... 

r r 

und daher (vgl. Christoffel, dieses Journal Bd. 68, S. 272.) 

S{rE-A) = ^" = E, S = (r£~^)-S 
also 

(3.) 
wo 



r r r 



(-IWr) = 



yi «n-r 



a 



nl 



a 



In 



. (^nn-r 



= (r£;-^)-> = 






011— r ... a,. 


(-l)>(r) = 


. ... . 
önl • • • ««n—^ 



ist. Der grösste gemeinsame Theiler des Zählers und des Nenners von S 
ist der grösste gemeinsame Theiler der ersten Unterdeterminanten von q){r). 
Ist derselbe eine ganze Function m^en Grades von r, so ist der Nenner 
iff{r) des reducirten Bruches vom Grade n-^m^p. Nach den obigen Er- 
örterungen sind daher unter den Formen A\ Al^ -4^ . . . die ersten p un- 
abhängig, alle folgenden von diesen abhängig. 

Ist r = ö eine «fache Wurzel der charakteristischen Gleichung ^ (r) = 
von Ay so ist der grösste gemeinsame Divisor der ersten Unterdeterminanten 
von if>{r) entweder nicht durch r— « theilbar, oder durch eine niedrigere 
Potenz als die a*®. Daher verschwindet if){f) für dieselben Werthe, wie 
i^(r), nur möglicherweise für einige derselben von höherer Ordnung, und 
für einen Werth, für welchen \\}{f) nicht Null ist, kann auch ip{f) nicht 
verschwinden. 

Ist die Determinante von A nicht Null, so kann das constanteJ[Glied 
von t/;(r) nicht verschwinden. Denn sonst erhielte man durch Zusammen- 
setzung von V/(^) mit A"^ eine ganze Function niedrigeren Grades von Ay 
die Null wäre. In diesem Falle sind unter allen positiven und negativen 
Potenzen von A irgend n—m = p auf einander folgende unabhängig, alle 
anderen von diesen abhängig. 
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3. Nach Formel (2.) genügt jede Form A einer gewissen Gleichung, 
und der Grad der Gleichung niedrigsten Grades tp{A) = ist nicht grösser 
als n. Ist f(r) eine durch V'(r) theilbare ganze Function, /"(r) = V^ (r) / (r), 
so ist f{A) = ip{A)x{A)=^0. Da die charakteristische Function ^(r) durch 
il'{r) theilbar ist, so ist folglich stets (p{A)^0. Sind f(r) und gir) irgend 
zwei ganze Functionen von r, und ist h (r) ihr grösster gemeinsamer Divisor, 
so lassen sich zwei ganze Functionen F(r) und G{r) so bestimmen, dass 
f{r) G{r)-g{r)F{r) = A(r) ist Daher ist auch f{A) G{A)-g{A)F{A) = A(^). 
Genügt also A den Gleichungen f{A) = und g{A)=^0^ so muss es auch 
die Gleichung h{A) = befriedrigen. 

Wenn daher A der Gleichung f{A) = .0 genügt, so muss f(r) durch 
ip{r) theilbar sein. Denn wäre x(t) der grösste gemeinsame Divisor von 
f{r) und rp{r\ so wäre ;j(il) = 0, während doch rp{A) = die Gleichung 
niedrigsten Grades ist, der A genügt Wenn eine rationale Function 

f{A) = 1^ verschwindet , so muss g (A) = sein , weil die Determinante 

von (A(^))"* von Null verschieden ist Daher ist g{r) durch v^(r) theilbar. 
Für eine «fache Wurzel der Gleichung t/;(r) = muss folglich f{r) nebst 
den ersten « — 1 Ableitungen verschwinden. 

Mit Hülfe der Gleichung p^®° Grades 'ip{A) = kann jede ganze 
Function von A als eine ganze Function höchstens (p — 1)*«° Grades dar- 
gestellt werden. Sei femer f{A) = |^ irgend eine rationale Function 

von A. Die Determinante von A(^) ist A(ri) ACrj)... A(rJ. Da die- 
selbe von Null verschieden ist, so hat A(r) mit ^(r), also auch mit rp{r) 
keinen Theiler gemeinsam. Daher lassen sich zwei ganze Functionen 
F{r) und G{r) so bestimmen, dass A(r)F(r)~v^(r)G(r) =gf(r) ist Mithin 

ist auch h{A)F{A)'-rp{A)G{A) = g{A) oder, weil tfj(,A) = ist, F{A) = |^ • 

Jede gebrochene rationale Function von A lässt sich also auch als ganze 
Function von A darstellen. Trotzdem werden wir uns der rationalen 
Functionen bedienen, weil in vielen Fällen die gebrochene Form be- 
quemer ist 

Sei B^h{A) eine rationale Function von A. Dieselbe ist gleich 
einer ganzen Function f{A). Da die rationale Function h{A)''f{A) ver- 
schwindet, so ist fllr jede Wurzel der Gleichung t/;(r) = auch A (r) — /"(r) = 0, 
und für eine «fache Wurzel dieser Gleichung stimmen auch die ersten 
«— 1 Ableitungen von A(r) und f(r) überein. Ist y'(r)==(r— ri)(r— r2)...(r— r^). 
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80 ist (f(r)—f{ri))...{f{r)-'f\r^)) darch tfß(r) theQbar, und daher ist 
{fiA)^r(r,)E) ...(f{A)^fir,)E) = 0, oder {B^h(r,)E) ... {B^h{r,)E) = 0, 
Daher genttgt B ebenfalls einer Gleichnng p^^ Grades. Wenn nnn diese 
Form nicht einer Gleichnng niedrigeren Grades genfigt« so lisst sich auch 
A als rationale Function von B darstellen« Denn f{Ä), (f{Ä)]^j (f{A))\ ... 
lassen sich als ganze Functionen höchstens (p— 1)*«"* Grades f^{A)^f2{A\f^{A)^ ... 
darstellen« Betrachtet man in den p Gleichungen E^= A\ B^^f^iA)^ ...B^^^f^^{A) 
die Formen Ä\ Al^ ... AT'^ als die Unbekannten, so ist ihre Determinante 
nicht Null. Denn sonst würde zwischen ihren rechten Seiten eine Glei- 
chung mit Constanten Coefficienten bestehen, während ß", JB*, ... B^~^ als 
unabhängig vorausgesetzt sind. Durch Auflösung dieser linearen Glei- 
chungen ergiebt sich daher A=^g{B)^ wo gif) eine ganze Funetion ist 

Aus dieser Gleichung und aus B = f{A) folgt g[J{A)) = A. Daher 
ist gifiry^—r durch \p{r) theilbar. Sind a und b zwei verschiedene Wurzeln 
der Gleichung VW^O, so sind folglich /(«) und f(b) verschieden, weil 
sonst auch g (f(a)) = a und g {fib)] = b gleich sein würden. Ist femer r 
eine mehrfache Wurzel jener Gleichung, so ist für dieselbe g{fir))f\r)— 1 = 
und daher ist f{r) von Null verschieden. Es lässt sich zeigen, dass diese 
Bedingungen auch hinreichend sind, dass also der Satz gilt: 

lY. Damit eine ganze -Function g(r) so bestimmt werden könne^ dass 
g(f(r))'-r durch tff{r) theilbar ist, wo f(r) und yj{r) zwei gegebene ganze 
Functionen sind, ist nothwendig und hinreichend, dass f(jr) für je zwei ver- 
schiedene Wurzeln der Gleichung v^(r) = verschiedene Werthe habe, und 
f (r) /Ör keine mehrfache Wurzel jener Gleichung verschwinde. 

Daraus ergiebt sich dann unmittelbar der Satz: 

Y. Ist tp {A) = die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt, und 

B = f{A) eine rationcde Function von A, so ist stets und nur dann auch A eine 

rationale Function von B, wenn fir) für die verschiedenen Wurzeln der 

Gleichung ^if) = verschiedene Werthe hat und f (r) für die mehrfachen 

Wurzeln jener Gleichung nicht verschwindet. 

Für diesen Satz wird sich später (§. 7.) aus der Formentheorie selbst 
ein einfacher Beweis ergeben. Daher will ich hier auf den Beweis des 
obigen algebraischen Hülfssatzes nicht näher eingehen. 

4. Aus den entwickelten Sätzen ergiebt sich eine Methode, eine 
Form X zu bestimmen, welche einer gegebenen Gleichung f{X) = ge- 
nügt Wir wollen dieselbe an ein Paar Beispielen erläutern. 
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Es giebt Formen, die nicht Null sind, von denen aber eine Potenz 
verschwindet Ist X^ die niedrigste Potenz von X, welche verschwindet, 
so ist auch jede höhere Potenz von X gleich Null. Ist v^(-X') = die 
Gleichung niedrigsten Grades, der X genügt, so ist tp(r) ein Divisor von 
r^, also eine Potenz von r, folglich gleich r^; da die charakteristische 
Function (p (r) von X nur für Werthe verschwindet, für die auch i// (r) = 
ist, so muss (p{r)=^r^ sein. Da umgekehrt stets 7)(X) = ist, so ergiebt 
sich der Satz: 

VI. Damit eine Potenz einer Form verschwinde, ist nothwendig und 
hinreichend^ dass ihre charakteristische Function gleich r** ist. 

Da |-X]'' = ist, so ist auch \X\ = 0. Wenn auch die ersten Unter- 
determinanten von \X\ sämmtlich verschwinden, und wenn r" der grösste 
gemeinsame Divisor der ersten Unterdeterminanten von \rE—X\ ist, so ist 
p ^n—m. Je nachdem daher p<in oder p = « ist, sind die ersten Unter- 
determinanten von j-X"! alle oder nicht alle Null. Ist eine Potenz von X 
gleich Null, und ist &>1, so ist von der Form -Y* eine niedrigere als die 
«^« Potenz Null. Daher müssen in dieser Form die ersten Unterdetermi- 
nanten sämmtlich verschwinden. 

Setzt man in der Gleichung (p{r) — r^ die Grösser = -1, so erhält 
man (-Y+E| = 1. Ist A eine Form, die mit -Y vertauschbar ist, und s eine 
unbestimmte Zahl, so ist auch {A+sEy^ mit -Y vertauschbar. Setzt man 
daher {A+sEy^X=-B, so ist & =={A^sE)-^X^ = 0, und folglich ist 
|B+E| = 1. Nun ist aber {A+sE){B+ E) = X-\-A+sE und mithin 

■ \X^-A^sE\ = |^ + «Ej. 
Beide Seiten dieser Gleichung sind ganze Functionen von s. Setzt man 
in denselben ^ = 0, so erhält man den Satz: 

VII. Ist die Form A mit der Form X eertauschbar . eon der eine 
Potenz verschwindet, so ist die Determinante ton A + X der von A gleich. 

Als zweites Beispiel behandle ich die Aufgabe, die Formen zu be- 
stimmen, unter deren Potenzen nur eine endliche Anzahl verschieden sind. 
Unter den Formen -Y", X\ ... sei -Y*^' die erste, welche einer vorher- 
gehenden gleich ist, und zwar sei -Y'+^=t-Y* oder -Y*(Jf^ — £) = 0. Ist 
V/(-Y) = die Gleichung niedrigsten Grades, der -X genügt, so ist yj{r) ein 
Divisor von r'Cr'^ — 1), verschwindet also nur für r = und für Einheits- 
wurzeln und für letztere nur von der ersten Ordnung. D^her verschwindet 
auch die charakteristische Determinante (p (r) von Y nur für r = und für 
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Einheitswurzeln; und ist a eine Einheitswurzel, fttr welche q>(r) von der 
aten Ordnung verschwindet, so müssen die ersten Unterdeterminanten von 
9 (r) für r = ö alle von der (a — ly^^ Ordnung verschwinden. Bedient man 
sich daher des Begriffs der Elementartheiler (§. 6.), bo erhält man den Satz: 

Vm. Damit unter den Potenzen einer Form nur eine endliche An- 
nahl verschieden seien , ist nothw endig und hinreichend, dass ihre charakte^ 
ristische Determinante nur für den Werth Null und für EinheUswursseln 
verschwindet, und dass diejenigen ihrer Elementartheiler, die für letztere 
verschwinden, sämmtlich einfach seien. 

5. Ist (p{r) die charakteristische Function der Form A und 

so ist 

-5^^?|£5^ = 9'..(r)^-'+9'.(r)^-*+..-+9'.-i(r)ß, 
oder weil 9 {A) = ist, 

(4.) _/.^ ^ ^A'-^+^A'-' + ^^^+^^E. 

Man findet daher die Entwickelung von {rE — Ay^ nach Potenzen* 
von r—a oder nach irgend welchen Functionen von r, indem man die 

Entwickelungen von ^y^^ , ... in diese Formel einsetzt Daraus folgt : 

IX. In jeder Entwickelung von{rE — A)~^ nach Functionen von r, die 
nur in einer Weise möglich ist, sind die Coefficienten ganze Functionen von A. 

Aus der Formel 

ergiebt sich der Satz: 

X. Die adjungirte Form von rE—A ist eine ganze Function («— 1)^«** 
Grades von r, deren Coefficienten ganze Functionen von A sind. 

§. 4. Differentiation. 
Wenn die Coefficienten jeiner Form A = SSaaßXayß Functionen eines 
Parameters r sind, so ist das Differential (die Ableitung) der Form 
dA=^ ^{daaß)Xayß wieder eine bilineare Form. Ferner ist 

^rÄn^ j^^^ ^* ^d(dÄ) dB , dA d(dB) 
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oder 

(1.) diAB) = {dA)B+AidB). 

Daher ist 

diA") = {dA)A+AidA). 

d(ABC) = idA)BC+A{dB)C+AB{dC). 

diA") = idA)A'"'-\-A(dA)A''-^+A\dA)A''-^ + -"+A''-\dA). 

Femer ist, da die Coefficienten der Form E von r unabhängig sind, 

d(J") = dE = 
und mithin 

= d(,AA-') = Ad(A-') + {dA)A-\ 
also 

(2.) d{A-') = -A-\dA)A-K 

{Weierstrats, B. M.*) 1858, S. 214). Z. B. ist, wenn die Coefficienten yon 

^. nicht von r abhängen, 

(3.) -^^^^^— = -{rE-A)-'E{rE-A)-' = -{rE-A)-\ 

Femer ist, wenn die Coefficienten von A Functionen von r sind, 

diA-') = -A-''idA'')A-% 
oder 

-diA-") = A-'-{dA)A-' + A-^''-'\dA)A-' + -- + A-\dA)A-''. 

m 

§. 5. Zerlegbare Formen.* 

Wenn die Variabein o?«, a?^, ... in der Form A nicht vorkommen, 
80 fehlen sie auch in^ß und folglich auch in ABCD = A{BCD). Wenn 
die Variabein y^^ t/i^ ... in D nicht vorkommen , so fehlen sie auch in 
CD und folglich auch ia ABCD. 

I. In einem Producte fehlen die Variabein x, welche im ersten Factor, 
und die Variabein y, welche im letzten Factor nicht vorkommen. 

Ist A mit B vertauschbar, so fehlen in P = AB die Variabeln a?, 
und in P = BA die Variabein y, welche in A nicht vorkommen. 

U. In dem Producte von zwei oder mehreren vertauschbaren Formen 
kommen alle die Variabein nicht vor, welche in einem der Facloren fehlen. . 

Eine Form heisst zerlegbar, wenn sie die Summe mehrerer Formen 
ist, von denen nicht zwei ein Variabeinpaar gemeinsam haben. Sind also 
Ai+A2 + A3'\ — die Theile der zerlegbaren Form A, und kommt das Va- 



^) Mit B. M. citire ich die Monatsberichte der Berliner Academie. 
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riabelnpaar o?, , j^ in A^ vor (d. h. fehlen diese Veränderlichen nicht beide 
in Ai\ so kommt weder Xi noch y i in einer der Formen -^2 , -^3 , ... vor. 
Die Determinante einer zerlegbaren Form ist gleich dem Producte der 
Determinanten der einzelnen Theile. Die charakteristische Function einer 
zerlegbaren Form ist gleich dem Producte der charakteristischen Functionen 
der einzelnen Theile. Ist ^ in die Theile A1 + A2 + *" und B in 81+82 + "* 
zerlegbar, enthält Bi die nämlichen Variabeinpaare wie A^ B^ die näm- 
lichen wie A^^ u. s. w., so heisst B in derselben Weise zerlegbar wie A. 
Dabei ist nicht nothwendig, dass B^ die sämmtlichen Variabeinpaare, welche 
in A^ vorkommen, wirklich enthalte. 

Die Form E ist in jeder beliebigen Weise zerlegbar. Ist A zer- 
legbar, so ist die conjugirte Form Ä in derselben Weise zerlegbar. Sind 
A und B in gleicher Weise zerlegbar, so ist auch -4 + ß in derselben Weise 
zerlegbar. Sei A = 2A^ und B = 2B^^ wo die entsprechenden Theile 
(welche die nämlichen Variabeinpaare enthalten) init demselben Index be- 
zeichnet sind. Dann ist, falls q und o verschieden sind, A^Ba = 0^ weil 
in Bff alle Variabeinpaare fehlen, die in A^ vorkommen. Mithin ist AB=:SA^B^. 
Da das Product A^B^ nur solche Variabeinpaare enthält, welche in A^ und 
B^ vorkommen, so folgt daraus: 

in. Sind mehrere Formen in gleicher Weise sserlegbar, so ist ihr 
Product in derselben Weise zerlegbar. 

Ist daher eine Form zerlegbar, so ist auch jede Potenz derselben 
in der nämlichen Weise zerlegbar. Ist die Determinante der Form von 
Null verschieden, so gilt dieser Satz auch für negative Potenzen. Denn 
da die Determinante der zerlegbaren Form A = 2A^ gleich dem Producte 
der Determinanten der einzelnen Theile ist, so ist unter der gemachten Vor- 
aussetzung auch die Determinante von A^ nicht Null. Wird die Form E 
auf dieselbe Weise wie A in 2E^ zerlegt, so giebt es folglich eine Form 
B^ , welche der Gleichung A^ B^ = E^ genügt, und dieselben Variabeinpaare 
enthält wie A^ und E^. Daher ist, falls q und a verschieden sind, A^Ba = 
und mithin 

2A^ 2B^ = :SA^B^ = :SE^ = E. 
Es ist also die Form 2B^ = A"^ in derselben Weise wie A zerlegbar. 

Sind zwei in derselben Weise zerlegbare Formen A = JSA^ und 
B^2B^ vertauschbar, so ist 2:A^B^=^2B^A^ und daher A„B^=^B^A^. 
Da femer A^Bg = BaA^=:0 ist, so ist jeder Theil von A mit jedem Theile 
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von B vertauschbar. Ist femer die Determinante von B von Null ver- 
schieden, so ist A auch mit B~^^ = SSB^^ vertauschbar, wo unter Bj^ die- 
jenige Form y^ zu verstehen ist, welche der Gleichung A^ Y^ = E^ (nicht E) 

A A A 

genügt Mithin ist -^ = -^"»^ ? ^^ ^*® Zeichen -^ diejenige Form X^ 

bezeichnet, welche die Gleichung -4^ = B^-X^ befriedigt DslA° = £A''^ ist, 
so ist auch JSa„A'' =^ JS {JS aaAl\ also, wenn ^(r) eine ganze Function ist, 

a ^ a ' 

g {A) = 2g {A^. Ist h {A) eine andere ganze Function von nicht ver- 
schwindender Determinante, so ist auch h{A) = 2h{A^ und daher 

(1.) A^) = ^ = ^ig^ = ^/U,)- 

Ist also eine Form zerlegbar, so ist jede rationale Function derselben in 
der nämlichen Weise zerlegbar. 

§. 6. Aequivalenz. 

Eine Form B heisst einer Form A äquivalent^ wenn zwei Formen 

P und Q von nicht verschwindender Determinante bestimmt werden können, 

welche der Gleichung 

PAQ = B 

genUgen, und welche ausserdem noch einer weiteren Beschränkung unter- 
worfen sein können. Dieselbe muss aber der Art sein, dass A mit B äqui- 
valent ist, wenn es B mit A ist, und dass zwei Formen, die einer dritten 
äquivalent sind, es auch unter einander sind. (Mündliche Mittheilung des 
Herrn Kronecker). P und Q heissen die Substitutionen ^ durch welche A in 
B übergeht Alle Formen, die einer bestimmten äquivalent . sind , bilden 
eine Klasse von Formen. 

Jene Beschränkung kann z. B. darin bestehen, dass P gleich Q oder 
Q' oder Q"^ sein sqU *) , oder dass P und Q einen Parameter nicht ent- 
halten sollen, der in A und B vorkömmt Nachdem so der Begriff der 
Aequivalenz fixirt ist, heisst eine Form elementar oder irreductibel, wenn sie 
weder selbst zerlegbar, noch einer zerlegbaren äquivalent ist, reductibel im 
entgegengesetzten Falle **) {Kronecker, B. M. 1874, S. 441). Aus dieser 



^) Ist P=:Q', 80 heissen die beiden Substitutionen- cogredient, ist P ^ Q^^j so 
beissen sie contragredient. 

**^ Man überzeugt sich leicht, dass es durch eine endliche Anzahl algebraischer 
Operationen möglich ist zu entscheiden, ob eine numerisch gegebene Form irreductibel 
ist oder nicht Ohne diesen Nachweis würden die obigen allgemeinen Definitionen 
vage sein. 

3^ 
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Definition folgt, dass jede Form einer solchen äquivalent ist, die in lauter 
elementare zerlegt werden kann, oder falls eine solche Form eine redudrte 
genannt wird, dass sich in jeder Klasse reducirte Formen befinden. Ich 
will nun kurz die Resultate zusammenstellen, welche die Herren Weier- 
strass und Kronecker fttr einige besonders wichtige Arten der Aequivalenz 
erhalten haben {B. M. 1868 und 1874). 

1) Ist r ein veränderlicher Parameter, der in den Formen A und B 
nicht vorkommt, so heisst die Gesammtheit der Formen rA—B eine Formen- 
schaar. Zwei Schaaren rA—B und rC—D heissen äquivalent, wenn zwei 
von r unabhängige Substitutionen P, Q (von nicht verschwindender Deter- 
minante) so bestimmt werden können, dass 

P{rA''B)Q = rC-D, 

oder dass gleichzeitig 

PAQ^Cy PBQ^D 

ist. öiebt es vier von r unabhängige Formen Ä, L, M, N von nicht ver- 
schwindender Determinante, welche die Gleichung 

K{rA-B)L = M(tC-D)N 

befriedigen, so ist die Schaar rA--B der Schaar rC—D äquivalent und 
geht durch die Substitutionen 

P = M''K, Q^LN-' 

in dieselbe über. 

Damit zwei Formenschaaren äquivalent sind, ist nothwendig, dass 
die Elementartheiler ihrer Determinanten übereinstimmen/ Diese Bedingung 
ist auch hinreichend, falls jene Determinanten nicht identisch verschwinde^. 
Ist aber in der Determinante von rA — B der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten gleich m, so muss man je n— m unab- 
hängige Lösungen der Gleichungen (r^ — ß)-X' = und Y(rA — B) = er- 
mitteln, deren Goefficienten ganze Functionen möglichst niedrigen Grades 
von r sind. Wenn dann für zwei Formenschaaren ausser den Elementar- 
theilem noch diese Grade übereinstimmen, so sind sie äquivalent 

Damit eine Formenschaar irreductibel sei, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass die ersten Unterdeterminanten ihrer Determinante für keinen 
Werth von r sämmtlich verschwinden, und dass ihre Determinante entweder 
identisch oder nur für einen einzigen Werth von r Null ist. 

Wenn zwei Formenschaaren r^—ß und rC—D äquivalent sind, und 
wenn entweder die Formen A, B, C, D alle symmetrisch oder alle alter- 
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nirend sind, oder wenn A und C symmetrisch, B und D altemirend sind, 
oder wenn A und B und ebenso C und D conjugirte Formen sind, so 
können die beiden Sehaaren durch cogrediente Substitutionen in einander 
transformirt werden. 

2) Zwei Formen A und B heissen ähnlich, wenn sie durch contra^ 
grediente Substitutionen in einander transformirt werden können, wenn also 
eine Substitution P so bestimmt werden kann, dass 

P-'AP = B 

ist. Z.B. sind CD und DC ähnliche Formen, falls die Determinante von 
C oder D nicht verschwindet, weil 

C-\CD)C = DC 
ist. Da 

ist, so ist auch 

P-\rE--A)P = rE-B. 

Damit also A und B ähnlich seien, ist nothwendig und hinreichend, dass 
die Schaaren rE— ^ und rE^-B äquivalent sind, oder dass die Elementar- 
theiler der charakteristischen Functionen von A und B übereinstimmen. 
Mithin sind z. B. zwei conjugirte Formen A und Ä stets einander ähnlich. 

Die Elementartheiler der charakteristischen Function einer zerleg- 
baren Form sind die Elementartheiler der charakteristischen Functionen der 
einzelnen Theile zusammengenommen. 

Damit eine Form mit contragredienten Variabein irreductibel. sei, ist 
nothwendig und hinreichend, dass ihre charakteristische Determinante nur 
für einen Werth verschwindet, und dass ihre ersten Unterdeterminanten für 
denselben nicht sämmtlich Null sind. 

Wenn zwei symmetrische oder altemirende Formen ähnlich sind, so 
können sie durch orthogonale Substitutionen in einander transformirt werden. 

Es ist möglich, eine Form A zu bilden, deren charakteristische Func- 
tion beliebig vorgeschriebene Elementartheiler hat, 9)(r) = (r— a)"(r— 6)^..., 
wo a, 6, ... endliche Zahlen sind, die nicht verschieden zu sein brauchen, 
und a4-/3 + -..=:n ist. Eine solche ist z.B. 

ö(^i»i+--+a?aya)+(iPiy2+iC3y3+---+a?a-iy«) 



22 J^robenius, über lineare Sub$Htutionen und bilineare Formen. 

3) Zwei Formen A und B heissen congruent, wenn sie durch eogre-- 
diente Substitutionen in einander transformirt werden können, Wenn also eine 
Substitution P so bestimmt werden kann, dass 

FAP = B 

ist *). Nimmt man auf beiden Seiten dieser Gleichung die conjugirten 
Formen, so erhält man 

FAP = B[. 

Daher ist auch 

F{rA-A)P = rJS-J?'. 

Sind umgekehrt die Formenschaaren rA — A' und rB—B' äquivalent, so 
sind die Formen A und B congruent. Eine Form A mit cogredienten 
Variabein ist stets und nur dann irreductibel, wenn die Determinante von rA—Ä 
1) identisch oder 2) nur für r = 1 oder -3) nur für r=— 1 oder 4) nur für zwei 
reciproke Werthe, die nicht + 1 sind, gleich Null ist, und in allen diesen Fällen 
ihre ersten Unterdeterminanten für keinen Werth von r sämmtlich verschwinden, 
oder wenn jene Determinante 5) nur für r = 1 von der Ordnung 4x Null 
ist, während der grösste gemeinsame Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten 
gleich (r— 1)'* ist, öder 6) nur für r = — 1 von der Ordnung 4x+2 Null 
ist, während der grösste gemeinsame Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten 
gleich (r+l)''+^ ist, und wenn in diesen beiden Fällen ihre zweiten Unter- 
determinanten für keinen Werth von r sämmtlich verschwinden (B. M. 1874, 
S. 440). Dabei ist zu bemerken, dass die Anzahl der Variabein in den 
Fällen 1) und 2) stets ungerade, in den Fällen 3) und 4) aber gerade ist. 
Damit hängt der für das Folgende wichtige Satz zusammen {B. M. 1874, 
S.441): 

I. Die Elementartheiler der Determinante der Schaar uA + eA' ean 
der Gestßlt («i+c)^*"^^ oder {u — ef sind immer doppelt vorhanden. 

Es ist möglich, eine Schaar rA—Ä mit conjugirten Grundformen 
zu bilden, deren Determinante vorgeschriebene Elementartheiler hat, vor- 
ausgesetzt, dass dieselben paarweise von gleichem Grade sind und für reci- 
proke Werthe verschwinden, mit Ausnahme derjenigen, die für r=l von 
einer ungeraden oder für r = — 1 von einer geraden Ordnung Null sind. 



*) Beschränkt man sich, wie in der Theorie der algebraischen Gleichungen, auf 
solche Substitutionen, die Versetzungen sind, oder allgemeiner auf orthogonale Sub- 
stitutionen, 80 fällt die Gongruenz mit der Aehnlichkeit zusammen. 
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§. 7. Aebnlichkeit 
Durch wiederholte Anwendung der Identitäten 

P-'{AB)P = {P-'AP){P''BP), P'\aA + bB)P=aP''AP-\^bP-'BP, 

gelangt man zu dem Satze: 

L Um eine ganze Function mehrerer Formen durch contragrediente 
Substitutionen m transformiren, kann man jede einzelne Form für sich trans- 
.formiren und dann die ganze Function bilden. 

Sind A und B vertauschbare Formen, so ist 

(P-'A P) (P-' BP) = P' {AB)P=^ P-* (BA) P = {P-'BP) (P'M P). 

II. Wenn man zwei vertauschbare Formen durch die nämlichen contra- 
gredienten Substitutionen transformirt , so erhält man wieder zwei vertausch- 
bare Formen. 

Ist g{A) eine ganze Function von A^ so ist nach Satz I. 

P-'g(A)P = giP-'AP). 
Ist Ä (vi) eine ganze Function von -4 mit nicht verschwindender Determinante, 

und A^) = -f^, so ist (§.2, n.) 

P-' f{A) P = (P- g {A) P) (P-\ (Ä {A)r P) = {P-'9 (A) P) (P- h (A) P)"' 

^g{P'-\AP){h{P-'AP)y'^f{P''AP\ 

also 

(1.) P-'f{A)P = fip-'AP). 

Ist yj{A) = eine Gleichung, der -4 genügt, und ist B = P'-^AP eine 
der Form A ähnliche Form, so ist 

yj{B)=P-'tp{A)P=^0. 

Da auch umgekehrt aus tp{B) = wieder v^(^) = folgt, so ergiebt sich 
daraus, dass alle Formen derselben Klasse die nämlichen Gleichungen und 
speciell dieselbe (Gleichung niedrigsten Grades befriedigen. Ist yj{r) der 
Quotient der charakteristischen Determinante y(r) der Form A durch den 
grössten gemeinsamen Divisor ihrer ersten Unterdeterminanten, so ist y^iA) = 
die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt. Ist A »eine elementare 
Form, so ist nach §. 6, 2 

und die ersten Unterdeterminanten von (p{r) verschwinden nicht alle für 
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r=^a. Mithin ist i/^ (r) = y (r), und es ist 

(A-aEy = 
die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt. 

in. Damit eine Form mit contragredienten Variabein irreductibel sei, 
ist nothwendig und hinreichend, dass die linke Seite der Gleichung niedrigsten 
Grades, der sie genügt, die n^^ Potenz einer linearen Function ist. 

Ist daher Ar > 1, so verschwinden nach §. 3, VI. in der Determinante 
der Form {A—aEf die ersten Unterdeterminanten, und daher ist diese Form- 
keine elementare. 

Ist I» = 1 , so ist jede Form A und folglich auch jede rationale 
Function f{A) eine elementare Form. Sei nun « > 1 und sei f{A) eine 
rationale Function der irreductibeln Form A, also f{r) eine rationale Func- 
tion von r, deren Nenner für r = a nicht verschwindet (§. 3.). Dann ist 
(§. 3, n.) die charakteristische Function der Form f{A) 

\rE^f{A)\ = {r^f{a))\ 
Sei femer 

f{r)^f{a) = {r^afg{r\ 

wo die rationale Function g (r) ftlr r = a weder Null noch unendlich wird. 
Die Zahl k ist grösser als Eins oder gleich Eins, je nachdem f{a) ver- 
schwindet, oder nicht Dann ist ' 

f{A)^f{a)E''= (A'-aEfgiA), 

wo die Determinante von g{A) gleich (s^(a))% also von Null verschieden 
ist. Daher ist (§. 1, V.) in der Determinante der Form f{A)—f{a)E der 
höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten ebenso gross, wie 
in der Determinante von {A—aEf. In der charakteristischen Function von 
f{A) verschwinden folglich für r=^f(a) die ersten Unterdeterminanten alle 
oder nicht alle, je nachdem &>1 oder & = 1 ist. Im ersten Falle ist also 
f{A) reductibel, im andern irreductibel. 

IV. Damit eine rationale Function f{A) einer elementaren Form A 
irreductibel sei, ist nothwendig und hinreichend, dass entweder it = 1 ist, oder 
wenn n>l ist, /'(r) für die Wurzel der charakteristischen Gleichung eonA 
nicht verschwindet. 

Ist jetzt A eine beliebige Form, so ist sie einer reducirten ähnlich, 
oder es kann eine Substitution P so bestimmt werden, dass 

P-'AP = 2A. 
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ist, WO Ai^ -^2, ... elementare Formen sind, von denen nicht zwei ein 
Variabelnpaar gemeinsam haben. Ist f{A) eine rationale Function von A, 
so ist folglich nach §. 5, (1.) 

P''f{A) P = f{P-'A P) = n:SA^) = 2f{A^). 

Die Formen f{Ai), A^?), •-. sind stets und nur dann elementar, 
wenn /"(r) für keinen Werth Null ist, für den ein mehrfacher Elementar- 
theiler der charakteristischen Function cp (r) von A verschwindet In diesem 
Falle ist also 2f{A^) eine reducirte Form von f{A). Aus der Beziehung 
zwischen den elementaren Formen, in welche die reducirte einer gegebenen 
Form zerlegbar ist, und den Elementartheilem, in welche die charakteristische 
Function derselben zerföUt, ergiebt sich daher der Satz: 

V. Sind {r—aY^ {r—bY^ . . . die Elementartheiler der charakteristischen 
Function eon A, ist f{A) eine rationale Function eon A, und ist f'{r) für 
keinen Werth Null, für welchen ein mehrfacher Elementartheiler verschwindet, 
so sind {r—f{a)Yy iT'-'fiP))^» ••• ^'^ Elementartheiler der charakteristischen 
Function von f{A). 

Ist speciell die Determinante von A nicht Null, so sind {r—ci'Yj (^— **)^ ••• 
die Elementartheiler der charakteristischen Function von A^, und 

('•-t)"' ('•-y)"^ • • • 

die Elementartheiler derjenigen von A^^. Das letztere folgt auch daraus, 
dass wegen der Gleichung 

rE-A = -A{E-rA-^) 

die Formenschaaren rE—A und E—rA~^ äquivalent sind. 

Sei a eine Wurzel der charakteristischen Gleichung (p{r) = der 
Form A, sei in der Determinante von aE—A der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten gleich n — k, und sei /^(;f = 0, 1, ... k—1) 
der Exponent der höchsten Potenz von r—a, die in allen Unterdeterminanten 
(«— ;f)*®° Grades von </?(r) enthalten ist. Dann ist (Weierstrass, B. M. 1868, 
S. 311 und 330) 

/>/i>/2>-->4-.i>0, 
und es sind 

diejenigen Elementartheiler von (p{r)^ die für r ==^a verschwinden. Ferner ist 

l — »1 ^^ l\ — h .^ ' • • r^ •*— !• 
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Sind daher (r—a)", (r— «)''•, ... die Elementartheiler von y(r), die für r = a 
versehwinden, in irgend einer Reihenfolge, und ist a die grösste der Zahlen 
a, tti, ..., ßo ißt a = /— /|. Sei b eine von a verschiedene Wurzel der 
Gleichung q> (r) = 0, und (r — 6/ der Elementartheiler höchsten Grades, der 
für r = 6 verschwindet n. s. w. Dann ist ^/(r) = (r— a)''(r— 6/... der 
Quotient der Determinante y(r) durch den grössten gememsamen Divisor 
ihrer ersten Unterdeterminanten, und folglich ist tp{A) = die Gleichung 
niedrigsten Grades, der A genügt 

VI. Bestimmt man für jede der eerschiedenen Wurzeln det[ charak'^ 
terUtiichen Gleichung einer Farm A den Elementartheiler höchsten Grades^ der 
für dieselbe verschwindet^ und bezeichnet man das Product dieser Elementar- 
theiler mit tp{r), so ist tp (A) = die Gleichung niedrigsten Grades j der 
A genügt. 

Beiläufig folgt daraus: 

VIL Ist f{A) = eine Gleichung, der A genügt, und f{r) = eine 
Gleichung ohne mehrfache Wurzeln, so hat die charakteristische Function von 
A lauter einfache Elementartheiler. 

Denn da f{r) durch ip{r) theilbar ist, so kann auch die Gleichung 
V^ (r) = keine mehrfachen Wurzeln haben. Die Zahlen a, ß, ... sind also 
alle gleich Eins, und daher sind die Exponenten aller Elementartheiler von 
(p{r) gleich Eins. Sei z. B. ß eine orthogonale Form (§. 12.), also RR'=E. 
Ist R zugleich symmetrisch, so ist R' = R und daher R^ = E. Daher sind 
die Elementartheiler von R alle einfach und verschwinden für r = + 1. Ist 
dagegen ß zugleich altemirend, so ist R'^—E und daher R^ = —E. Daher 
sind die Elementartheiler von R alle einfach und verschwinden für r = + 1 . Da 

rE-R\ = \rE-R'\ = \rE+R\ = (-l)»|-r£-.ß| 
ist, so verschwinden ebenso viele Elementartheiler für r = •, wie für r = — i. 

VIII. Ist eine Form zugleich orthogonal und symmetrisch, so sind die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Function alle einfach, und verschwinden 
für die Werthe 1 und —1. 

IX. Ist eine Form zugleich orthogonal und altemirend, so sind die 
Elementartheiler ihrer charakteristischen Function alle einfach, und verschwinden 
zur Hälfte für den Werth i, zur Hälfte für -t. 

Sei v/(i4) = die Gleichung niedrigsten Grades, der eine Form A 
genügt, und f{A) eine rationale Function von A. Nach den Sätzen V. und 
VI. ist dann die Gleichung niedrigsten Grades, der f[A) genügt, stets und 
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nur dann von einem niedrigeren Grade als y^iA)^ wenn für einen Werth, 
für den ein mehrfacher Elementartheüer von <p (r) verschwindet, d. h. fUr eine 
mehrfache Wnrzel der Gleichung tp (r) = 0, die Ableitung /^ (r) von Null ver- 
schieden ist, und wenn /(r) nicht für zwei verschiedene Wurzeln der Glei- 
chung y(r) = (oderv(O = 0) gleiche Werthe hat Damit ist der bereits 
in §. 3. ausgesprochene Satz V. bewiesen. 

Die Bedingungen, unter denen zwei Formen A und B ähnlich sind, 
unter denen also die Gleichung P^^AP=^B möglich ist, sind in §.6, 2. 
auseinandergesetzt worden. Ich knüpfe daran noch einige Bemerkungen über 
die Möglichkeit der Gleichung AP = PB, falls die Determinante von P 
verschwindet. Damit zwei bilineare Formen durch zwei Substitutionen in 
einander transformirt werden können, die weiter keiner Beschränkung unter- 
liegen, als dass ihre Determinanten nicht verschwinden, ist bekanntlich 
nothwendig und hinreichend, dass in den Determinanten der beiden Formen 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten derselbe ist. 
Ist also m dieser Grad in der Determinante von P, und setzt man 

E^—^x^y^, E2 — 2xyyy (/i=l, ... m; i' = m+l, ... «), 

so können die Substitutionen U, Fvon nicht verschvrindender Determinante 
so bestimmt werden, dass 

UPV = E, 

ist Nun folgt aber aus AP^PB die Gleichung 

{UAU-'){UPV)=={UPV){V''BV), 
oder wenn man 

setzt, 

AiiEx = EiBtf, 

Da EiEi^EiEi — O und £J = £| ist, so ergiebt sich daraus 

EiAniEi = EiBiiEi^ E2A0E1 = 0, EiBi^Ei = 0, 

oder wenn man 

E^Ai)Ea = A^oy E^BoEg = B^^ 
setzt, 

All = Bii , A21 = U, B12 = 0. 

Offenbar bedeutet An den Theil von ii,, welcher nur die Variabeln 

Xft, y^ (fi = l^ ... m) enthält, A12 den, welcher nur x^, y^ (y = m4-l, ...») 

4# 
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enthält u. 8. w. Nun zerfUUt eine Determinante, in der alle Elemente ver- 
schwinden, welche m Colonnen mit n^-tn Zeilen gemeinsam haben, in das 
Product einer Determinante m*®"» und einer (» — m)^^^ Grades. Da A21 = 
ist, so ist folglich 

rE-Ao\ = \rEi-An\\rE2-A22\, 
also weil A und A^ ähnlich sind, auch 

rE-A\ = \rEi'-'An\\rE2-A22 
\rE — B\ = \fE\ — J?ii I rE2 — B22 

Da All = Bn ist, so haben folglich die charakteristischen Functionen der 
Formen A und B einen gemeinsamen Theiler 1»*®° Grades. 

X. Ist AP = PB, 80 kann in der Determinante van P der höchste 
Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten nicht grösser sein, als der 
Grad des grössten gemeinsamen Theilers der charakteristischen Functionen eon 
A und B. 

XI. Still/ die charakteristischen Functionen von A und B tkeilerfremd, 
und ist AP = PB, so ist P gleich Null, 

Auf die Bestimmung der Substitutionen, welche eine Form mit con- 
tragredienten Variabein in sich selbst transformiren, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, auf die Ermittelung der Formen, welche mit einer gegebenen 
vertauschbar sind, gehe ich hier nicht näher ein. Von den Ergebnissen,' 
die ich darüber erhalten habe, führe ich nur die folgenden an: 

XII. Sind die Formen A und B vertauschbar, so können die Wurzeln 
ihrer charakteristischen Gleichungen einander so zugeordnet werden, dass jede 

Wurzel der charakteristischen Gleichung von AB das Product von zwei ent- 
sprechenden Wurzeln jener Gleichungen ist. 

XIII. Wenn die ersten Unterdeterminanten der charakteristischen 
Determinante einer Form keinen Theiler gemeinsam haben, sb sind die ganzen 
Functionen der Form die einzigen Formen, mit denen sie vertauschbar ist. 

XIV. Ist xp (-4) = die Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt, 
sind die Wurzeln ri, . . . Tp der Gleichung yj(r) = alle von einander cer- 

schieden, ist ^ "^ = ^x{r), und sind Cx (A = 1, . . . j!?) willkürliche Formen, 

so stellt der Ausdruck 

2yj,{A)C,ipM) 
alle Formen dar, welche mit A vertauschbar sind. 



ProbeniuSy über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 29 

XV. Ist in der charakteristischen Determinante einer Form der grösste 
gemeinsame Theiler der Unterdeterminanten («—;?)'*'» Grades vom Grade n^j 
so ist 

die Anzahl der linear unabhängigen Formen, die mit der Form eertauschbar sind. 
Für die Form E ist z.B. n^=:n — x, und daher ist die obige An- 
zahl gleich 

n+2{{n-l) + {n-2) + '"+l) = n\ 

§. 8. Transformation der bilinearen Formen in sich selbst. 
Sei A eine beliebige Form, und seien P, Q zwei Substitutionen, 
welche A in sich selbst transformiren , d. h. zwei Formen von nicht ver- 
schwindender Determinante, die der Gleichung 

(1.) FAQ = A 

genügen. Transformiren auch P, und Qx die Form A in sich selbst, so ist 

{P,F) A{QQ,) = F, [FAQ) Q, = F, AQ, = A, 

und mithin sind auch F^F, QQ^ zwei Substitutionen derselben Art. Daher 
transformiren auch P% Q"" die Form A in sich selbst, auch wenn v eine 
negative Zahl ist, da 

F'AQ' = F' {FAQ) Q' = A 

ist Aus der Gleichutfg F^AQ"" = A folgt 

F^A^A Q-% {2 a, F^A^A {2 a, (?:/) , 

also, wenn g{r) eine ganze Function von r ist, 

g{F)A = Ag{Q-'^). 

Ist h{r) eine andere ganze Function, so ist ebenso 

h{F)A = Ah{Q-'). 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt 

h{F)g{F)A = h{F)Ag{Q-'), 

g{F)h{F)A = g{F)Ah{Q-'), 

also, weil g{F) mit h[F) vertauschbar ist, 

. 'g{F)Ah{Q-') = h{F)Ag{Q-'), 
und daher, wenn die Determinanten von h{F) und h{Q''^) von Null ver- 
schieden sind, 

{h(F)yg{F)A ^ Ag{Q~'){h{Q-')) \ 
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oder wenn man -^y- = AO setzt, 

f{P)A = AfiQ'''), f{P)A{f{Q''))-' = A. 

Sind also die Detenninanten von f{P) und fiQ"^) von Null ver- 
schieden, so folgt aus dieser Gleichung der Satz: 

1. Wenn die Form A durch die Substitutionen P, Q in sich selbst 
ilbergeht, so wird sie auch durch die Substitutionen f{P), {fiQ'^))"^ in sich 
selbst transformirt. 

Ist also g{P~^) irgend eine rationale Function von P, so ist 

nP)A = AnQ''), Ag{Q)=g{P-')A 
und daher 

(2.) f{P)Ag{Q)==Af{Q-^)g{Q)^f{P)g{P-')A, 

(Vgl. Rosanes, dieses Journal Bd. 80, S. 70.) 

Da /(P) mit P vertauschbar ist, so folgt aus (1.) 

P{f{P)Ag{Q))Q^f{P){PAQ)g{Q)^nP)Ag{Q). 

TL Ist A eine Form, ioelche durch die Substitutionen Py Q in sich 
selbst transformirt wird, so ist auch f{P)Ag{Q) eine solche Form. 

Sind U und V zwei Fonnen von nicht verschwindender Determinante, 
so folgt aus (1.) 

{VPU-^){UAV){V-'QV) = {VAV\ 

oder wenn man 

UAV=A,, ÜPÜ-'^P,, V-'QV=Qr 

setzt, 

P,A,Q, = A,. 

in. Wenn eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst über^ 
gehtj so wird jede äquivalente Form durch zwei ähnliche Substitutionen in 
sich selbst transformirt. 

Ich gehe nun dazu über, die gegenseitigen Beziehungen zweier Sub- 
stitutionen zu ermitteln, welche geeignet sind eine Form A in sich selbst 
zu transformiren, und nehme dabei zunächst an, dass die Determinante von 
A nicht Null ist. Dann folgt aus (1.) 

• 

P = AQ-'A-\ 
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IV. Damit zwei Substitutionen geeignet seien, eine Form eon nickt 
verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren , ist nothwendig 
und hinreichend, dass die eine der reciproken der anderen ähnlich ist. 

Femer folgt aus (1.) 

{rE'-P)AQ = rAQ-PAQ = rAQ'-A = A{rQ-'E). 

Die Formenschaaren rE-^P und rQ—E sind also äquivalent Sind um- 
gekehrt diese Schaaren äquivalent, so lassen sich zwei Formen A und B 
von nicht verschwindender Determinante so bestimmen, dass 

A{rQ-E)B = rE-P 

oder 

AB = P, AQB = E 

ist. Daraus folgt 

{PAQ)B = P(AQB) = P = (A)B, 

also weil die Determinante von B nicht Null ist, 

PAQ = A. 

V. Damit die Substitutionen P, Q geeignet seien, eine Form eon nicht 
io er schwindender Determinante in sich selbst zu Irans formiren , ist nothwendig 
und hinreichend, dass die Formenschaaren rE—P und rQ — E äquivalent sind, 

Ist also die charakteristische Function von P, in Elementartheiler 
zerlegt, gleich 

|r£~P| = {r-ar{r-by..., 

so ist 

IrQ-El = |^|(r-a)-(r-6/..., 

oder wenn man r durch — ersetzt und mit (— r)" multiplicirt, 

VI. Damit zwei Substitutionen geeignet seien, eine Form eon nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst zu Irans formiren , ist nothwendig 
und hinreichend, dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen Functionen 
einander so zugeordnet werden können, dass die entsprechenden von gleichem 
Grade sind und für reciproke Werthe verschwinden. 

Ich betrachte nun Substitutionen P, Q, welche eine Form A in sich 
selbst transformiren , in deren Determinante der höchste Grad nicht ver- 



32 Frobenius, über lineare Substitutionen und bilineare Formen. 

schwindender Unterdeterminanten gleich m ist. Setzt man 

El = 2Xf,y^y E2 = ^Xyffy, (l^ = h ... «; v=^m + h ... n) 
so ist 

Da A und £1 äquivalent sind, so giebt es nach Satz III. zwei den Sub- 
stitutionen Py Q ähnliche Substitutionen P^, ip,,, welche E^ in sich selbst 
transformiren. Aus der Gleichung 

Pi)EiQo = El 
und den eben erwähnten Relationen folgt aber 

(EiPoEi)(E,QoEi) = E,, {E^P,Ei)(EiQ,E„) = 0, 

falls Q Und a nicht beide gleich Eins sind. Setzt man (Vgl. §. 7, X.) 

E^ P()E„ = P^a y E^ Qi\E^ = Q^o 9 
so ist also 

P,,Qn^Ei, P,iQ,a = 0. 

Da folglich das Product aus den Determinanten der Formen Pn und 

^11 der Variabein x^, y^ (i^=lj .•• «) gleich Eins ist, so verschwindet 

keine dieser beiden Determinanten. Daher folgt aus der Gleichung Pn Q12 = 0, 

dass ^12 = ist, und aus ^21 Qu = 0, dass P^i = ist. *) Mithin ist 

\rE-P\ = |rJB-Poj = ;r£i-PnHrJB2-P22l, 

\rE^Q\ = |r£-po| = \rE,^Qnl\rE,-^Q22\. 

Da Pn und Q^ reciproke Formen der Variabein x^, y^ sind, so folgt 
daraus (§. 3, IIL): 

VII. Damit sswei Substitutionen geeignet seien, eine Form in sich 
selbst zu transformiren, in deren Determinante der höchste Grad nicht f?er- 
schwindender Unterdeterminanten gleich m ist, müssen ihre charakteristischen 
Gleichungen m reciproke Wurzeln haben. 

VIII. Wird eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst Irans- 
formirt, so kann in ihrer Determinante der höchste Grad nicht verschwindender 
Unterdeterminanten nicht grösser sein, als die Anzahl der reciproken Wurzeln, 
welche die charakteristischen Gleichungen der beiden Substitutionen haben. 



*) Denn die Gleichung i^uQ,, = repräsentirt das Gleichungssystem 

Pfiiqir + "* + Pfjmqmy = 0. 

Setzt man jt^ = 1, ... m^ so folgt aus diesen m Gleichungen von nicht verschwindender 
Ueteruiinante^ dass 

verHchwinden (Vgl. §. 2, I.). 
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DL Wird eine Form durch zwei Substitutionen in sich selbst trans- 
formirty deren charakteristische Gleichungen keine reciproken Wuneln haben, so 
muss sie identisch verschwinden. 

Diese Sätze gelten auch für den Fall, dass in der Fonn A die An- 
zahl der Variabein rr„ derjenigen der Variabein y^ nicht gleich ist, und 
setzen überhaupt keinerlei Entsprechen zwischen den mit demselben Index 
bezeichneten Variabein a?«, y„ voraus. 

§. 9. Transformation der bilinearen Fonnen mit cogredienten Variabeln in sich selbst. 
Sei A eine Form mit cogredienten Variabein, P eine Substitution 
von nicht verschwindender Determinante, welche sie in sich selbst trans- 
formirt, also 

(1.) FAP = A. 

Nimmt man auf beiden Seiten die oonjugirten Formen, so erhält man 

(2.) FA'P = Ä. 

Aus den in §. 8 entwickelten Sätzen ergiebt sich für diesen Fall: Ist A 
eine Form, welche durch die Substitution P in sich selbst transformirt wird, 
so ist auch 

nF)Ag{P)+r^{P)Äg,iP) 

eine solche Form , wo f{r) , g(r)^ ... rationale Functionen sind;. Wenn 
mehrere Substitutionen eine Form in sich selbst transformiren, so muss 
auch jede aus ihnen zusammengesetzte Substitution die Form in sich selbst 
transformiren. Da z. B. (— E)^(— £) = ^ ist, so muss, wenn P der Glei- 
chung (1.) genügt, auch —P dieselbe befriedigen. 

Ist femer g{r) eine rationale Function, so ist (§. 8, I.) 

• ' g{F)A{g{P-^)y' = A. 
Ist nun 

a(r) = r* ^^^^ 
so ist 

Da g(F) die conjugirte Form von g{P) ist, so folgt daraus: 

I. Ist P eine Substitution , welche die Form A in sich selbst trans- 
formirty so ist auch 

pk m 

eine solche Substitution. 
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Ißt G eine Form von nicht verschwindender Determinante, so folgt 
aus (1.) die Gleichung 

{G'FG'''){G'ACr){G'-'PG) = ff AG. 

Setzt man 

ff AG = Ao, 

G-^PG = Po, 

so ist (§. 1, IV.) 

ffFQ'-' =: Pi, 

und daher 

IL Wenn eine Substitution eine Form in sich selbst Irans farmirt y so 
transformirt jede ähnliche Substitution eine congruente Form in sich selbst. 

Ist die Determinajite von A nicht Null, so verschwindet auch die 
von Ao nicht Ist A symmetrisch oder altemirend, so ist es auch Am. 

Ist die Determinante von A nicht Null, so folgt aus der Glei- 
chung (1.) 

P' = A P-U-\ {rE -F)AP=^A{rP- E). 

Die Form P' ist also der Form P"^ ähnlich, oder die Formenschaaren 
rE—F und rP—E sind äquivalent. Nun sind aber (§. 6) P' und P ähnlich, 
weil die Elementartheiler ihrer charakteristischen Functionen übereinstimmen. 
Daraus ergiebt sich (Vgl. §. 8, Satz IV., V., VI.) : 

III. Damit eine Substitution P geeignet sei, eine Form von nicht ver- 
schwindender Determinante in sich selbst zu transformiren, ist nothwendig und 
hinreichend^ 

dass sie der reciproken Substitution ähnlich ist^ 
oder 

dass die Formenschaaren rE—P und rP—E äquivalent sind, 
oder 

dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen Function paarweise 
von gleichem Grade sind und für reciproke Werthe verschwinden ^ mit Aus-- 
nähme derer ^ welche für den Werth 1 oder —1 Null sind, 
oder 

dass ihre charakteristische Determinante und die grössten gemeinsamen 
Divisoren der Unterdeterminanten gleichen Grades derselben reciproke Func- 
tionen sind. 
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Ist die Determinante von A nicht Null, so folgt aus (1.), dass das 
Quadrat der Determinante von P gleich Eins ist Je nachdem diese De- 
terminante, die ich mit s bezeichne, den Werth +1 oder —1 hat, heisst die 
Transformation eine eigentliche oder eine uneigentliche. Das Product aller 
»Wurzeln der Gleichung |rE— P| = ist gleich e. Jeder von ±1 ver- 

schiedenen Wurzel a entspricht eine Wurzel — und das Product von zwei 

solchen reciproken Wurzeln ist gleich +1. Sind also p Wurzeln dieser 
Gleichung gleich + 1 und q gleich — 1, so ist das Product aller Wurzeln 

(3.) (^1)^ = 6, 

und weil n—p—q gleich der Anzahl der Paare reciproker Wurzeln, also 
gerade ist, so ist auch 

(4) (-1)"-'^ = i. 

Ist € = —1, SO ist daher q ungerade, also wenigstens Eins. Ist « = — 1 und 
n gerade, so ist p ungerade. 

IV. Ist P eine Substitution, welche eine Form f>on nicht verschwindender 
Determinante uneigentlich in sich selbst Irans formirt , so ist die Determinante 
eon E+P, und falls n gerade ist, auch die eon E—P gleich Null. 

Ist n ungerade, so ist, falls « = 1 ist, p ungerade, und falls « = — 1 
ist, q ungerade. Daher ist « eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 
von P, oder die Determinante von E—eP ist gleich Null. 

Aus §. 8, Satz Vn. ergiebt sich femer (Vgl. Rosanes, dieses Journal 
Bd. 80, S.64): 

V. Damit eine Substitution geeignet sei, eine Form in sich selbst zu 
transformiren, in deren Determinante der höchste Grad nicht verschwindender 
unter determinanten gleich m ist, muss ihre charakteristische Function durch 
eine reciproke Function m'«'» Grctdes theilbar sein. 

Daran knüpfe ich noch die folgende Bemerkung, von der ich später 
Gebrauch machen werde. Sei A irgend eine Form, und P eine Substi- 
tution, welche sie in sich selbst transformirt, und welche in die beiden Theile 
Pi und Pj zerlegbar ist, deren erster nur die Variabein a?^ , y^ 0^ = 1» • • • ^) 
und deren anderer nur Xy, y^ (v = i»+l, ... n) enthält. Setzt man 

Ei = SX^f/f,, E'X = ^Xyffy, 

SO ist dann 

P^=i E^P = PE^ = E^PE^ z= E^P^^ ^e^^' 

5* 
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Aus der Gleichung (1.) folgt daher 
oder wenn man E^AE„ = A^^ setzt, 

P' A P •— A 

Ich mache nun die weitere Annahme, dass keine Wurzel der charakte- 
ristischen Gleichung von P^ einer Wurzel derjenigen von Pj reciprok ist 
Da P, und Fl, P2 und Pi die nämliche charakteristische Function haben, 
so folgt aus ^1^12^2 = nach §. 8, Satz IX., dass ^12 = ist, und aus 
F2A21P1 = 0, dass A2X = ist Mithin ist die Form A in Aii+ A22 zerlegbar. 

VL Wird eine Farm durch eine sierlegbare Substitution in sich selbst 
transformirt ^ und haben die charakteristischen Functionen der beiden Theile 
dieser Substitution keine reciproken Wurzeln^ so ist die Form in der nämlichen 
Weise sierlegbar^ wie die Substitution. 

Wenn die Determinante von A nicht verschwindet, und man auf 
beiden Seiten der Gleichung (1.) die reciproken Formen nimmt, so erhält man 
P-'A-'P-'^A"', also nach Gleichung (2.) {P-'A-'F-'){PÄP) = A-'A', 
oder wenn man 

(5.) U = A-'A' 
setzt, *) 

P''UP=U, UP^PU. 

VII. Damit eine Substitution geeignet sei, eine Form A eon nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst zu transformiren , muss sie mit 
A~^Ä eertauschbar sein. 

U selbst ist eine Substitution, welche A in sich selbst transformirt.**) 

Denn es ist 

U^A-'Ä, U'^AÄ-\ 

U'AU^A {Ä'' {A A'') Ä) = A. 

VIIL Eine Form A von nicht verschwindender Determinante wird 
durch die Substitution A'^Ä eigentlich in sich selbst transformirt. 



*) Eine Substitution von der Gestalt + A-^A' nennt Herr Rosanes (dieses Journal 
H(l. 80. S. Gl) antisymmetrisch. D^ —U aus U und — £ zusammengesetzt ist, so ist 
(licHO Substitution im folgenden nicht besonders betrachtet worden. 

**J Allgemeiner sind, wenn die Determinanten der Formen A und B nicht ver- 
Mhwinaen, 

P=^AB-\ Q=A-'B, 

zwri Substitutionen, welche die Formenschaar A — rB in sich selbst transformiren. 
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§. 10. Transformation der symmetrischen und der alternirenden Formen in sich selbst. 
Sei A eine Form von nicht verschwindender Determinante, und sei 

A+A = 2S, A-A = 2T, 
S+T=-A, S-T=Ä. 

Setzt man femer 

(1.) U= A-'Ä = (S + Tr' (S- T), 
so ist 

A{E+Ü)^2S, A(E-U)^2T, 
oder 

(2.) {S+T){E+U) = 2S, iS+T){E^U)=^2T. 

Nach §. 9, Satz VIII. ist nun 

U'AU = A, U'ÄU=Ä. 

Daraus ergiebt sich durch Addition und Subtraction: 

(3.) U'SUr^S, U'TU^T. 

L Ist S eine gegebene symmetrische Form und T eine beliebige aUer-^ 
nirende Form^ für welche die Determinante von S+T nicht NuU ist, so ist 

U ^ {S+T)-\S-T) 

eine Substitution, welche die Form S eigentlich in sich selbst tnmsformirt, und 
wenn die Determinante eon S nicht verschwindet , so ist auch die eon E+U 
nicht Null. 

n. Ist T eine gegebene alternirende Form und S eine beliebige sym- 
metrische Form, für welche die Determinante t>on S+T nicht Null ist, so ist 

U = {S+Tr\S-T) 

eine Substitution, welche die Form T eigentlich in sich selbst transformirt, und 
wenn die Determinante eon T nicht verschwindet, so ist auch die von E—U 
nicht Null. 

Diese beiden Sätze lassen sich umkehren.*) 

m. Jede Substitution U, welche eine symmetrische Form S von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst transformirt, und für welche die 



*) Die Sätze I. und III. sind von Herrn Hermite entdeckt, dieses Journal, Bd. 47, 
8. 30'J. Vgl. auch Cayley, dieses Journal, Bd. 50, S. 288 und Rosanes, dieses Journal, 
Bd. 80, S. 66. Betreffs des Satzes II. vgl. Kronecker, dieses Journal, Bd. 68, S. 282. 
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Determnante €on £+ U nicht Null ist, lässt sich, und zwar nmr im emer Weise, 
auf die Gestalt 

V = (S+D-'(S~T) 

bringen, wo 

eine (endliche) altemirende Farm ist. 

IV. Jede Substitution U, welche eine altemirende Form T von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst Irans formirt , und für welche die 
Determinante von E—U nicht Null ist, lässt sich, und siwar nur in einer Weise, 
auf die Gestalt 

V = (s+rrus-T) 

bringen, wo 

(6.) s = r|±f 

eine (endliche) symmetrische Form ist.*) 

Seien vorlttufig S und T beliebige Formen, die nicht symmetrisch 
oder altemirend zu sein brauchen, sei die Determinante von 8+T nicht 
Null, und sei U durch die Gleichung (1.) definirt. Daraus ergeben sich 
die Olcichungen (2.), und folglich kann, wenn die Determinante von S [T] 
nicht verschwindet, auch die von E+ü [E'-U] nicht Null sein. Femer 
folgt aus (1.) 

{8+T)U^S-T, S£/+Tl/=S-T, T+TU = S-SU, 

(6.) T{E+U) = S{E-U). 

Daraus crgicbt sich, wenn die Determinante von S [T], also auch die von 
K-\'U [K-U] nicht verschwindet, die Gleichung (4.) [(5.)]. 

Ich behaupte nun, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der 
(ilcdchung (4.) stets eine altemirende Form ist, wenn S eine symmetrische 
h'orni und U eine Substitution ist, welche S in sich selbst transformirt, 
wenn also 

U'SU = s 

^^ DuH Wort eigentlich, das in den Sätzen I. und IL vorkommt, fehlt in IIL und IV. 
Vifl, % 0, Hat'iS IV. Eine altemirende Form von nicht verschwindender Determinante 
I/Uiit nur oiKentliche Substitutionen in sich selbst zu, weil die Quadratwurzel aus der 
l)oti)rtninanto der Form eine rationale schiefe Invariante derselben ist. 
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ist. Denn jener Ausdruck hat nur eine Bedeutung, wenn die Determinante 
von E+U nicht verschwindet. Dann sind aber die Formen T und 

% = {E+U')T{E+U) 

congruent. Nun ergiebt sich aber aus (4.) die Gleichung (6.) und daraus 

Z, = {E+U')S{E^U)=-S+U'S-'SU-U'SU=-U'S-SU. 

Die conjugirte Form des letzten Ausdrucks ist SU —WS. Folglich ist To 
altemirend, und mithin ist es auch die congruente Form T. 

In derselben Weise ergiebt sich der Beweis des Satzes IV. aus den 
Gleichungen 

So=:{E^Ü')S{E'-ü) = {E--ü')T{E + U)=^TU-U'T. 

Bevor ich die Gleichungen (1.), (4.) und (5.) genauer discutire, will 
ich sie dazu benutzen, den Charakter der Substitutionen zu ermitteln, welche 
geeignet sind, symmetrische [altemirende] Formen von nicht verschwindender 
Determinante in sich selbst zu transformiren. Wenn die Substitution P den 
Bedingungen des Satzes IQ., §. 9 genügt, so giebt es eine Form A von 
nicht verschwindender Determinante, welche die Gleichung 

FAP = A 

befriedigt, also auch die Gleichungen 

FÄP^Ä, P'{A+A)P = A+A', F{A-Ä)P = A'-A\ 

Unter der gemachten Voraussetzung giebt es also auch eine symmetrische 
und eine altemirende Form, welche durch die Substitution P in sich selbst 
übergehen. Es kann aber die Determinante derselben verschwinden, es 
kann sogar eine der beiden Formen Null sein. Es fragt sich also, welches 
der Charakter einer Substitution ist, die eine symmetrische oder altemirende 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich selbst transformirt. 
(Vgl. Rosanes, dieses Joumal, Bd. 80, S. 62.) 

Ich mache zunächst die specielle Annahme, dass die charakteristische 
Function von P nur für einen Werth r = € verschwindet, dessen Quadrat 
gleich Eins ist. Die Determinante der Form eE+P ist demnach von Null 
verschieden. Ist nun S [T] eine symmetrische [altemirende] Form von nicht 
verschwindender Determinante, welche durch die Substitution P in sich selbst 
transformirt wird, so ist U^eP [— « P] eine Substitution , welche S> [ T] in 
sich selbst verwandelt, und für welche die Determinante von E +[/[£— 17] 
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nicht verschwindet Folglich ist*) 
oder wenn man S+T=A setzt, 

A{rE-P)=rA^BA', [A{rE-P)=-rA + €A']. 

In der Determinante der Schaar rA--€A\ [rA+€A']mit conjogirten Grund- 
formen sind aber nach §. 6, L die Elementartheiler von der Gestalt (r^ef, 
[(r— «)''+*] stets paarweise vorhanden. Dies ist daher auch bei der äqui- 
valenten Schaar rE^-P der Fall. 

Nunmehr betrachte ich irgend eine Substitution P, welche eine sym- 
metrische Form in sich selbst transformirt [Für altemirende Formen ist der 
Beweis derselbe.] Die charakteristische Function von P sei q>{r) = 9),(r) . q>i{x\ 
wo q>x (r) das Product aller Elementartheiler ist, die für r = e verschwinden. 
^{f) verschwindet also nicht für r = e^ kann aber für r=— £ Null sein. 
Sei m der Grad von (fi{r\ sei Pi eine Form der Variabein x^, y^(/u=l,...ifi), 
deren charakteristische Function gleich (px (r) ist (und zwar in den Elementar- 
theilem gleich), und sei Pa eine Form der Variabein a:^, yy(y = ifi+l, ...«), 
deren charakteristische Function gleich 91 (r) ist Dann ist die charakte- 
ristische Function von Po ^Px + P^^ nach §. 5 gleich q> (r), und folglich sind 
die Formen P und Pi, ähnlich. Existiii also eine symmetrische Form S 
von nicht verschwindender Determmante, welche durch P in sich selbst 
transformirt winl, so giebt es nach §. 9, 11. auch eine congruente Form S,,, 
welche durch die Substitution P„ in sich selbst übergeht Nun ist aber P„ 
zerlegbar, und die charakteristische Function des einen Theils verschwindet 

nur für r = ^, die des anderen aber nicht für r = — (=«). Nach §.9, VI. 
int daher S,, in derselben Weise wie P,, in Sj + S^ zerlegbar. Die Deter- 



*) Will mau diesen Sats nicht benutzen, so kann man den Beweis auch so fahren: 
Sind {r—iY{r- i)^**,,. die Elementartheiler der charakteristischen Function von P, so 
Nind (r «^(r— «•y'.., = (r — i)"(r — iy... die Elementartheiler derjenigen von P* 
{%. 7, Sat% V.). Nun ist aber 

P'SF^S, [FTP^T], 

und daher 

I^S(rE'-P')=^rP'S''SP. [Pr(r£-P') = rPT-TP]. 

Die coiOugirto Form von tt « FS IPTl ist ff = SP[- TPl Folglich ist die Schaar 
rK /*• dor yeliaar rÄ— fl'(rÄ^- B*] mit conjugirteu Grunaformeu äquivalent Unter 
(Inn Kxnoncnteu a, jS, , . , mttsscu naher nach §. 6, I. die geraden [ungeraden] stets 
paarwoiic vorhanden Hcin. 
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minante von So ist mithin das Product der Determinanten von Si und S2. 
Da die erstere nicht Null ist, so können also auch die letzteren nicht ver- 
schTvinden. Weil ferner So symmetrisch ist, so sind es auch Si und S,, 
Endlich zerlegt sich die Gleichung P'JS^P^ = S^ in zwei, deren eine P[SiPi = Si 
ist. Die symmetrische Form S^ von nicht verschwindender Determinante 
wird also durch die Substitution Pi in sich selbst transformirt , deren cha- 
rakteristische Function nur für r = € verschwindet Daher müssen unter 
den Exponenten der Elementartheiler dieser Function die geraden stets paar- 
weise vorhanden sein. 

Ich behaupte nun, dass die gefundenen Bedingungen, zusammen mit 
denen des Satzes III., §. 9, auch hinreichend sind, dass also der Satz gilt: 

V. Damit eine Substitution geeignet sei, eine symmetrische [altemirende] 
Form von nicht verschwindender Determinante in sich selbst aiu transformiren, 
ist nothwendig und hinreichend^ dass die Elementartheiler ihrer charakteristischen 
Function paarweise von gleichem Grade sind und für reciproke Werthe eer^ 
schwinden y mit Ausnahme derer, welche für den Werth +1 oder —1 ver- 
schwinden und einen ungeraden [geraden"] Exponenten haben. 

Beim Beweise beschränke ich mich wieder auf die symmetrischen 
Formen. Die charakteristische Function von P sei <p{r) = ipx{r)(p2{r)^ wo 
(pi (r) das Product aller Elementartheiler ist, die für r = — 1 verschwinden. 
Unter den gemachten Voraussetzungen giebt es dann nach §. 6, 3 eine Formen- 
schaar rAi+Äi der Variabein a?^, y^(.u = 1, ... m), deren Determinante gleich 
der Function m^° Grades (piir) ist (auch in den Elementartheilem gleich), 
und eine Formenschaar rA'2—A2 der Variabein x^, ^^(y = m+ 1, ... »), deren 
Determinante gleich (p2{r) ist. Da die Determinante von rAi + A[ nur für 
r = — 1 verschwindet, so ist die von Ai + Äi=^ S, nicht Null, *) und ebenso 
die Determinante von -^2 + -^2 = S2 , mithin auch die von Si + S2 = So. Setzt 
man femer 

— Ai -/l| = /i, A2 A^^r^^ 

SO ist 

A,{rE,-P^)=:^rA, + A,, ^2(r£2-P2) = r^2"-^i. 

Daher ist die charakteristische Function von P, gleich (pi(r) und die von 
P2 gleich (f2 (r) , also die von F^ + F2 = Po gleich (f (r). Nun ist nach 

§. 9, vm. 

*\ Ist m = 0, so erfährt der obige Beweis eine leicht anzubringende Modification. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 1. 6 
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mithin nach §. ö, III. 

Es giebt demnach eine symmetrische Form So von nicht verschwindender 
Determinante, welche dnrch die Substitution P„ in sich selbst übergeht. 
Nach §. 9, IL wird folglich auch durch die Substitution P, welche P„ ähnlich 
ist, eine der Form S„ congruente Form S, also eine symmetrische Form 
von nicht verschwindender Determinante, in sich selbst transformirt. 

Ich habe in diesem und dem vorigen Paragraphen die Eigenschaften 
entwickelt, welche die Elementartheiler der Determinante von rE—P haben, 
wenn P eine Substitution ist, die eine bilineare Form, speciell eine solche 
von nicht verschwindender Determinante und noch specieller eine sym- 
metrische oder altemirende in sich selbst transformirt. Alle diese Eigen- 
schaften haben auch die Elementartheiler der Determinante von r() — P, 
wenn P und Q zwei Substitutionen sind, welche die nämliche Form in sich 
selbst verwandeln. Dann ist nämlich auch PQ~^ eine solche Substitution, 
mithin haben die Elementartheiler der Determinante der Schaar 

rE^PQ' = {rQ-P)Q^' 

die betreflfenden Eigenschaften, also auch die der Determinante der äquiva- 
lenten Schaar rQ — P. 

§.11. Untersuchung der Grenzfälle. 

Dass die Substitution U die gegebene symmetrische Form S von 
nicht verschwindender Determinante in sich selbst überfuhrt, wird durch 
ein System von ^«(«+1) Gleichungen ausgedrücj^t, welche in Bezug auf 
die ni^ Coefficienten u„ß der Form U vom zweiten Grade sind, und welche 
in die Formel 

(1.) U'SU = s 

zusammengefasst sind. Die Lösungen dieser Gleichungen sind durch die 
Formel 

(2.) U = {S+T)-'{S-T) 

gegeben, welche die Unbekannten w„^ als rationale Functionen von ^n{n—l) 
Parametern t^ß, den Coefficienten der willkürlichen Form T, darstellt. Diese 
Parameter sind nur der Beschränkung unterworfen, endliche Werthe zu 
haben, und die Determinante von S+T, den gemeinsamen Nenner jener 
rationalen Functionen, nicht zu annuUiren; und die Formel (2.) stellt nur 
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endliche Lösungen des Gleichungssystems (1.) dar, für welche die Deter- 
minante von E+U nicht verschwindet. Um eine tiefere Einsicht in das 
Wesen der Beziehungen zu gewinnen, welche zwischen den (durch Glei- 
chung (1.)) beschränkt veränderlichen Grössen u„ß und den (nahezu) un- 
beschränkt veränderlichen Grössen t^ß bestehen, ist es nothwendig die 
Natur der eben erwähnten Bedingungen genauer zu erwägen. 

Die quadratischen Gleichungen (1.) werden identisch erfüllt, wenn 
für die Grössen Uaß ihre Werthe aus Formel (2.) eingesetzt werden. Daher 
müssen sie, als algebraische Gleichungen, auch bestehen bleiben, wenn die 
Grössen taß sich einem der ausgeschlossenen Werthsystemc nähern. Die 
unabhängigen Variabein t„ß und die abhängigen Variabein u^ß sind durch 
die Gleichung (2.) oder durch die Gleichung 

(3.) {S+T){E+U) = 2S 
mit einander verbunden. So lange daher die Grössen t^ß und u^ß endliche 
Werthe haben, ist das Product der Determinanten von S+T und E+ü 
nicht Null. Man lasse nun die Veränderlichen t^ß sich einer Stelle nähern 
(d. h. man setze für die Grössen taß rationale Functionen einer Variabein 
und lasse diese gegen einen Werth convergiren), wo die Determinante von 
S+T verschwindet. Dann kann die Gleichung (3.) nur bestehen bleiben, 
wenn die Coefficienten von ü nicht alle endlich bleiben. Auf diese Weise 
erhält man also aus der Formel (2.) die unendlichen Lösungen des Glei- 
chungssystems (1.). Man lege femer in (2.) den Variabein l^ß unendlich 
grosse Werthe bei (d. h. man setze für die Grössen t^ß rationale Functionen 
eines Parameters h und lasse diesen sich einem Werthe nahem, flir welchen 
einige dieser Functionen oder alle unendlich werden). Dann muss man 
Substitutionen U erhalten, welche S in sich selbst transformiren, und welche, 
falls sie endlich sind, die Determinante von E+U annuUiren. Denn wäre 
dieselbe nicht Null, so würden zufolge der Formel (3.) (oder der Formel 
(4.), §. 10) die Coefficienten von T alle endlich sein. Allein es wird durch 
diese Ueberlegungen nicht entschieden, ob die Formel (2.), wenn man den 
Coefficienten t^ß unendlich grosse Werthe ertheilt, alle Substitutionen U dar- 
stellt, welche S in sich selbst transformiren, und flir welche die Determinante 
von E+U verschwindet. Diese schwierige Frage wird durch folgenden 
Satz beantwortet: 

I. Jede Substitution U ^ welche eine symmetrische Form S von nicht 
verschwindender Determinante eigentlich in sich selbst Irans formirt, und für 

6» 
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welche die Determinante eon E-^-U eer schwindet ^ lässt sich auf die Gestalt 

U = Hm {S + T,)-' {S - T,), (A = 0) 

bringen, wo Tf^ eine alternirende Form ist, deren Coeffidenten rationale Func-- 
Honen eon h sind. 

n. Jede Substitution U, welche eine aitemirende Form T von nicht 
verschwindender Determinante in sich selbst Irans formirt , und für welche die 
Determinante von E--Ü verschwindet, lässt sich auf die Gestait 

ü^lim{S,^T)-\S,^T\ (A = 0) 

bringen, wo S^ eine symmetrische Form ist, deren Coeffidenten rationale Func^ 
Honen von h sind. 

Beim Beweise des ersten Satzes betrachte ich zunächst den speciellen 
Fall, wo die Determinante von E — U nicht verschwindet Dann ist (Vgl. 
den Beweis des Satzes III., §. 10) 

(4.) T = I^S- 

eine aitemirende Form, wie die Gleichungen 

{E-U')STS{E -- ü) ^ {E'-U')S{E+ U) = SU-U' S 
zeigen. In der Gleichung (4.), §. 9 

(-l)'-p = f = |I7| = +l 

ist femer die Anzahl p der Wurzeln + 1 der charakteristischen Gleichung 
von U gleich Null, und daher n gerade. Mithin ist es möglich eine alter- 
nirende Form H der n Variabeinpaare x^ , tfa zu bilden, deren Determinante 
nicht verschwindet. Daher ist die Determinante der altemirenden Form 
T+2hH eine ganze Function des Parameters h, die nicht identisch ver- 
schwindet, weil sie für hinreichend grosse Werthe von h nicht Null ist. 
Folglich ist auch 

(5.) T, = (T+2Ätfr 
eine alternirende Form. Nun ist aber 

{T+2hH){S+T,) = TS+2hHS+E = -^^ + E+2hHS 

= ^^^ + 2hHS^2{E^ür\E+h(E^U)HSl 

und daher 

{S-\-T,y\T+2hHY' = i{E+h{E^V)HSy{E-U). 
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Ferner ist 



= -^^ + 2AJ?S = 2(E-t/r^(l^+A(JB-tOÄS). 

Durch Zusammensetzung beider Gleichungen ergiebt sich 

(6.) (S+r,rHS-T,) = {E+hiE-- U)HS)'''{U+h{E^ U)HS). 

Die rechte Seite dieser Formel wird für keinen Werth von h illusorisch, 
der unter einer gewissen Grenze liegt, weil die Determinante der negativen 
Potenz, die in ihr vorkommt, flir A = gleich Eins wird. Lässt man nun 
A sich der Grenze Null nähern, so erhält man 

lim{S+T,r'{S^T,) = U. 

Ich bemerke noch, dass sich T^ auf die Gestalt 

(7.) Z = S{E+U+2h(E'-U)HS)'\E'-'U) 

bringen lässt, wo die Variation der Formel (4.), §. 10 in Evidenz tritt. 

Ich gehe nun zu dem allgemeineren Falle über, wo die charakte- 
ristische Function q> (r) von ü sowohl flir r = 1, als auch flir r = — 1 ver- 
schwindet. Nach Gleichung (3.), §. 9 

verschwindet ip(r) flir r = — 1 von einer geraden Ordnung q , die ich hier 
mit m bezeichnen will. Sei (p (r) = (p^ (r) (p2 (r) , wo y 1 1 r) das Product der 
Elementartheiler von (p{r) ist, die für r = — 1 verschwinden. Sei Ui eine 
Form der Variabein ac^, y^ (>= 1, ... m), deren charakteristische Function 
(in den Elementartheilem) gleich cpi (r) ist, und U2 eine Form der Variabein 
x^, ffy (v = m+l, ... «), deren charakteristische Function gleich (p2(r) ist 
Dann ist (vgl. den Beweis des Satzes V., §. 10.) ÜI, = 11^+ U^ der Form U 
ähnlich. Ist . 

so ist die Form 

G'-'SG' = So 
in der nämlichen Weise wie 11^ in S1+S2 zerlegbar und die Gleichung 
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zerfällt in die beiden Gleichungen 

LjSi C^i = Si» U2S2 Ui = Sj. 
Da q^i (r) nnr ftr r = — 1 Terscbwindet so ist die Determinante von Ei—Ui 
nicht NnlL, und da m eine gerade Zahl ist. so lisst sich eine altemirende 
Form Hl der m Yariabelnpaare x,, y^ bilden, deren Determinante nicht 
verschwindet Nun sind 

altemirende Formen, nnd folglich ist auch 

(90 T, = Gr{{Ti + 2kH,r'+T,)G 
eine altemirende Form. Femer ist 

und mithin (§.5, IQ.) 

also 

lim(S+r,rHS- ro = G^*(üt + Pi)(?= R 

Nach Herrn Kronecker heisst ein System algebraischer Gleichungen, 
dessen Lösungen eine ifrfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit bilden, nreduc- 
Hbdy wenn jedes andere Gleichungssystem, das mit ihm eine ifrfEu^h ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit von Lösungen gemeinsam hat, durch alle seine 
Lösungen befriedigt wird. Daher kann das erhaltene Resultat auch so aus- 
gesprochen werden: 

ni. DoB System der ^n^a + l} Gleichtmgem, dem die n^ Coef- 
ßdenten einer Substitution genügen, welche eine gegebene symmetrische 
Form eon nicht verschwindender Determinante in sich selbst transformirt, 
wird irr^ductibel . wenn ihm der Werth +1 der Substitutionsdeterminante 
adjungirt u>ird. 

Sei, um diese Theorie an einem Beispiel zu erläutern, 17 eine eigent- 
liche Substitution, deren charakteristische Function (p{r) nur fllr r = +l und 
—1 verschwindet, und nur einfache Elementartheiler hat Dann kann man 
1/1 = — E,, U2=^Ei wählen, und daher ist nach Formel (8.) Ti = und 
TjäÜ, also Tf, = G\2h Hi)~^ G , oder wenn man die von h unabhängige 
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altemirende Form iG'Hr^G mit T bezeichnet, Ti = h-^T. Mithin ist 
U= lim(S+A-^r)-HS-A-'T)-' = lim{hS+T)-'{hS-T). 

Umgekehrt stellt dieser Ausdruck, falls T irgend eine alter- 
nirende Form bedeutet, für welche seine Coefficienten endlich sind, 
stets eine Substitution U der angegebenen Art dar. Ist die Determinante 
von T nicht Null, also n gerade, so ist 17= T-*(-T) = -E. ' Ver- 
schwindet aber die Determinante von T, so sei, nach aufsteigenden Potenzen 
von h entwickelt, 

(10.) (hS+T)-' = -4A-«+5A-«+*+..., 

wo A nicht Null und a > 1 ist Dann ist 



• •• 



(11.) JB= (^A-^+JBä— ^^ + ...)(T+AS) =^rA-« + (^S+ÄT)Ä-«+*+ 
• {hS+T)'\hS-T) = -^TA-« + (^S-Är)A-+*+-... 

Damit sich der letztere Ausdruck fOr A = einer endlichen Grenze 
nähert, müssen die Coefficienten der negativen Potenzen von h ver- 
schwinden. Wäre also a>l, so müsste AS—BT = und infolge 
von (11.) auch AS+BT=0 sein. Es würde also AS, und weil die De- 
terminante von S nicht verschwindet, auch A Null sein. Mithin ist a = 1 und 
folglich nach (11.) 

(12.) AS + BT = E, 

also 

U=]im{hS+Tr\hS-^T)=^AS-'BT==2AS'-E. 

Aus der Entwickelung (10.) folgt 

E= (T+AS)(^A-* + ..-) = TAh''+''. 

Daher ist TA = 0. Nun ist aber nach (12.) 

{AS + BT)A = A 
und demnach 

ASA = A. 
Folglich ist 

IP = {2AS-E)' = 4(^S)'-4 JS+E = A{ASA^A)S+E =^ E. 

Aus der Gleichung IP =^ E folgt aber nach §. 7, VH, dass die Elementar- 
theiler der charakteristischen Function von U sämmtlich einfach sind und 
für r =? 1 oder —1 verschwinden. 
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Wenn man T in der Gleichung (2.) durch h"^ T ersetzt, so geht sie in 

(13.) ü = (AS+T)-\AS-T) 

über und stellt die Coef&cienten von U dls homogene Functionen von 
i«(ii — 1) + 1 Grössen laß und h dar. Legt man diesen Variabein alle 
möglichen endlichen Werthe bei, so erhält man also auch noch nicht alle 
eigentlichen Substitutionen U, welche S in sich selbst transformiren, sondern 
von den endlichen Substitutionen nur solche, deren charakteristische Func- 
tion entweder nicht für r=--l verschwindet, oder nur einfache für r = — 1 
und +1 verschwindende Elementartheiler hat. 

Nur bei temären Formen stellt der Ausdruck (13.) bei endlichen 
Werthen von A, ta^ ^i, f^ alle eigentlichen Substitutionen U dajr*). Denn 
falls die charakteristische Function (p{r) von J7 flir r = — 1 Null ist, ver- 
schwindet sie von einer geraden, also von der zweiten Ordnung, und da 
das Product der drei Wurzeln der Gleichung y (r) = gleich Eins ist , so 
ist die dritte Wurzel gleich Eins. Der Doppelwurzel —1 kann nicht ein 
Elementartheiler zweiten Grades entsprechen , weil nach §. 10, V. die für 
r = — 1 verschwindenden Elementartheiler paaren Grades doppelt vorhanden 
sein müssen. 

§. 12. Orthogonale Formen. 

Eine Form, die ihrer conjugirten reciprok ist, heisst eine orthogonale 
Form. Da jede Form mit ihrer reciproken vertauschbar ist, so ist eine 
orthogonale Form R mit ihrer conjugirten 

vertauschbar und genügt den Gleichungen 

R'R=RR' = E, R'ER^E. 

Da mithin die orthogonalen Substitutionen die sjonmetrische Form E in sich 
selbst transformiren, so ergiebt sich aus §. 9 und 10 : Das Product mehrerer 
orthogonalen Formen ist wieder eine orthogonale Form. Ist R eine ortho- 
gonale Form und f{R) eine rationale Function von R mit nicht verschwindender 

Determinante, so ist auch fl* y ^ eine orthogonale Form. Die Elemen- 
tartheiler der charakteristischen Function einer orthogonalen Foim sind paar- 
weise von gleichem Grade und für reciproke Werthe Null, mit Ausnahme 



*) Bachmann, dieses Journal, Bd. 76, S. 336; Hennile, dieses Journal, Bd. 78, S. 328. 
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derjenigen, welche für den Werth +1 oder —1 verschwinden nnd einen 
ungeraden Exponenten liaben. Die Elementartheiler von der Form (r— 1)^' 
oder (r + 1)'* sind also stets paarweise vorhanden. Ist umgekehrt (p (r) ein 
Product von Elementartheilem von der angegebenen Beschaffenheit, so giebt 
es eine orthogonale Form, deren charakteristische Function in die nämlichen 
Elementartheiler wie y(r) zerßtUt. Denn ist P' irgend eine Form, deren 
charakteristische Function gleich <p(r) ist, so giebt es nach §. 10, V. eine 
symmetrische Form S von nicht verschwindender Determinante, welche durch 
die Substitution P in sich selbst transformirt wird. Die Form S ist aber 
der Form E congruent. (nach dem Satze, dass jede quadratische Form von 
nicht verschwindender Determinante als eine Summe von n Quadraten un- 
abhängiger Linearformen dargestellt werden kann). Nach §. 9, II. giebt es 
daher eine der Substitution P ähnliche Substitution R, welche E in sich 
selbst transformirt, und da R und P ähnlich sind, so stimmen ihre charak- 
teristischen Functionen in ihren Elementartheilem ttberein. 

L Ist A eine Form ron nicht eenchwindender Determinante, die mit 
ihrer conjugirten Form eertauschbar ist, so ist 

eine eigentliche orthogonale Form. 

Denn die conjugirte Form von R ist W = — und daher ist RR' = E. 

IL Ist eine symmetrische Form S mit einer altemirenden T eertausch- 
.bar, und ist die Determinante von S+T nicht gleich Null^ so ist 

eine eigentliche orthogonale Form. 

Denn zerfällt man die Form A des Satzes I. in S+ T, so ist -4' = S— T, 
und die Formen A und Ä sind vertauschbar, oder nicht, je nachdem es S 
und T sind. 

in. Ist T eine alt ernir ende Form und f{T) eine rationcde Function 
von T mit nicht verschwindender Determinante, so ist 

eine eigentliche orthogonale Form. 

Denn die conjugirte Form von A=f{T) ist .4'=/*(— T), und diese 
beiden Formen sind mit einander vertauschbar (§. 3, L). 
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IV. Ist T eine altemirende Form, und ist die Determinante eon E+T 
nicht gleich NuU, so ist 

eine eigentliche orthogonale Form, für welche die Determinante eon E+R nicht 
verschwindet. 

Dieser Satz des Herrn Cayley ergiebt sich aus UL, weil E eine sym- 
metrische Form ist, die mit jeder beliebigen Form vertauschbar ist, oder 
aus IIL, indem man f{r) = 1 + r setzt. Er ist besonders merkwürdig, weil 
er sich umkehren lässt (Vgl. §. 10, in.). Denn aus Gleichung (1.) folgt 

R{E+T) = E-^T, 

(2.) (£+Ä)(£+T) = 2E. 

Daher ist die Determinante der Form E+R von Null verschieden. Femer ist 

R+RT = JB-T, 

T+RT = E~R, 

(E+Ä)r = E-R, 

Umgekehrt ist die rechte Seite dieser Gleichang, falls R irgend eine ortho- 
gonale Form ist, stets eine altemirende Form. Denn die conjogirte Form ist 

E-R' (E-R')R R-E ^ 

E + R' ~ (E+R')R R + E 

V. Jede orthogonale Form R, für welche die Determinante ton E+R 
nicht verschwindet, lässt sich, und zwar nur in einer Weise, auf die Gestalt 



R = 



bringen, wo 



T = 



E + T 



E-R 
E + R 



eine altemirende Form ist. 

Sind die Coefficienten von T reell, so sind es auch die von R und 
umgekehrt. Sind die Coefficienten von T rein imaginär, so ist die conjugirte 
complexe Grösse von T (die Variabein als reell betrachtet) — T und 
die von R 

^±^=^R' 
E—T 
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Mithin haben die conjugirten Coefficienten in R, r^ß und rß^, conjngirte com- 
plexe Werthe, und umgekehri 

Ist R eine orthogonale Form, und ist die Determinante von R+iE 
nicht gleich Null, so ist nach §. 9, I. auch 

(^•) ^ = R+iE 

eine solche, und es ist 

^ _ E-^R, _ (E-^R,)(R + iE) R + iE^E-iR _ (<-!)(£-«) .^ 

^" E+R, (E + R,XR + iE) "" R + iE + E+iR "" (i+iXE+R) """• 

Ist also T reell, so ist Ty rein imaginär. Jeder orthogonalen Form mit 
reellen Coefficienten R entspricht also vermöge der Formel (4.) eine or- 
thogonale Form Äü, deren conjngirte Coefficienten conjugirte complexe 
Grössen . sind. 

Ich wende mich nun zur Untersuchung des Charakters einer ortho- 
gonalen Form mit reellen Coefficienten. 

Sei a eine Wurzel der charakteristischen Gleichung von R. Die 
Form (rE— Ä)~^ ist dann eine gebrochene rationale Function von r, deren 
Nenner die charakteristische Function ist, und für r = a von einem höheren 
Grade verschwindet, als der Zähler. Beginnt ihre Entwickelung nach auf- 
steigenden Potenzen von r—a mit 

(5.) (rE-Ä)-' = ^(r-a)-«+..., 

so hat unter den Elementartheilem der charakteristischen Function von R, 

die fllr r = o verschwinden, derjenige vom höchsten Grade den Exponenten a. 

Setzt man auf beiden Seiten mit rE'-R = {r-'a)E-'{R—aE) zusammen, 

so erhält man 

E = -^(Ä-aJB)(r-a)-"-}— . 

und daraus durch Coefficientenvergleichung 

AiR-aE) = 0. 

Sei b die conjugirte complexe Grösse zu a (also gleich a, wenn a reell 
ist) und B die conjugirte complexe Form zu A. Dann geht die Gleichung 

AR = aA 

durch Vertauschung von i mit — i in 

ER = bB, 

und diese durch üebergang zu den conjugirten Formen in 

R'B' = bB' 

7» 
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über. Daher ist 

{AR){R'B') = ab AB', 
oder weil RR' = E ist, 

AB'{l-ab) = 0. 
Nun kann aber AB' nicht identisch verschwinden (§. 1., 2.). Daher ist 

ab ^ 1. 

Daraus ergiebt sich der Satz*): 

VI. Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung einer reeUen ortho- 
gonalen Form liegen auf dem mit dem Radius Eins um den Nullpunkt be- 
schriebenen Kreise. 

Sie sind daher complexe Grössen, falls sie nicht gleich +1 sind. 
Bezüglich der Wurzeln + 1 und — 1 gelten die Sätze , welche in §. 9 flir 
irgend welche cogrediente Transformationen einer bilinearen Form in sich 
selbst entwickelt sind. 

Die Reihe (5.) convergirt für die Punkte r innerhalb eines gewissen 
um a beschriebenen Kreises (Convergenzkreis). a selbst ist ein Punkt auf 
dem mit dem Radius Eins um den Nullpunkt beschriebenen Kreise (Ein- 
heitskreis). Ich beschränke nun die Veränderlichkeit von r auf das Stück 
der Peripherie des Einheitskreises, welches innerhalb des Convergenzkreises 
liegt. Aus Gleichung (5.) ergiebt sich, wenn man beide Seiten mit 

{r-'R-'r' = rR 
zusammensetzt, 

{R'-r-'E)-' = rRA{r'-ay^ + ''', 
daraus durch Uebergang zu den conjugirten Formen 

{R-r^'E)-' = r^'Ä'(r-ar« + .-. 

Vertauscht man nuni mit— t, so erhält man, weil die conjugirte complexe 
Grösse von r gleich r"^ und die von a gleich a~^ ist, 

{R-rE)-' = 5'RV-Hr""'-0"" + -'-, 



*) Brioschi, Liouv. Journal 19, p. 253. Der Beweis des Herrn Brioschi stützt 
sich auf Satz V., ist also nicht anwendbar, wenn die Determinante von £ + Ä ver- 
Bcb windet. Einen andern Beweis deutet Herr Schluß, dieses Journal, Bd. 65, S. 186 
an. Die obige Beweismethode ist diejenige, mit Hülfe deren Caucky den analogen 
Satz über symmetrische Formen bewiesen hat. 
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oder wenn man r""^ nach Potenzen von r—a entwickelt und die Constante 
{-ly-'a'"'' mit c bezeichnet, 

Vergleicht man diese Entwickelung mit (5.), so findet man 

A = cB'R\ 
AA = c{AB')R'. 

Da die Form Äff von Null verschieden ist, und die Determinante von R' 
nicht verschwindet, so kann folglich A^ nicht gleich Null sein. 

Nun erhält man aber aus der Gleichung (5.) 7 indem man sie nach 
r differentiirt (§. 4, (3.)) 

indem man sie aber mit sich selbst zusammensetzt. 

Da A^ nicht verschwindet, so zeigt die Vergleichung der Exponenten der 
Anfangsglieder, dass 

ist (Vgl. Weierstrass, B. M. 1858, S. 215). 

Vn. Die charakteristische Function einer reetten orthogonalen Form 
hat lauter einfache Elementar theiler. 

Alle Sätze, die hier Über die charakteristische Function einer ortlio- 
gonalen Form entwickelt sind, gelten auch von der Determinante der Schaar 
rQ—P, wo P und Q irgend zwei orthogonale Formen bedeuten. 

Ist in der Formel (9.), §.11 die symmetrische Form S = E und die 
Substitution. U eine eigentliche reelle orthogonale Substitution, so kann man, 
wie ich im nächsten Paragraphen zeigen werde, für G eine reelle ortho- 
gonale Form nehmen. Dann sind auch l/i und U2 reelle Formen, und 
mithin ist auch T^ reell. Da femer die charakteristische Function der 
Form Ui der Variabein x^, y^ 0^ = 1? ... m) gleich (r+l)"* ist, und in m 
einfache Elementartheiler zerfiiUt, so ist Ui der Form —Ei ähnlich, es giebt 
also eine Substitution P^ , welche der Gleichung P^^ (— E^) P^ = Vi genügt, 
und daher ist U^ = -E^ und folglich nach Formel (8.), §. 11. T, = 0. 
Demnach ist 
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WO man für Hi eine reelle Form wählen kann. Setzt man also 
so sind H und T reelle altemirende Formen, und es ist 

§. 13. Aebnliche orthogonale Formen. 
Sei A eine Form, deren charakteristische Function <p(r) fllr mehr 
als einen Werth verschwindet, sei a eine m- fache Wurzel der Gleichung 
y(r) = 0, sei (r— «)"' = y, (r) und y (r) = y i (r) y, (r). Sei \p{A)^0 die 
Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt, sei a eine A- fache Wurzel 
der Gleichung ^(r) = 0, sei (r— a)* = V'i(^) ^nd ^{r) = ^i(r)tp2{r). Dann 
ist in der Entwickelung nach aufsteigenden Potenzen von r--a 

(1.) (rE^Ar' = 2A^(r-•ay-' 

nach §. 3 das Anfangsglied gleich -4_;t+i(^— ö)~*. Da die Coefficienten dieser 
Reihe nach §. 3, IX. ganze Functionen von A sind, so sind sie mit A und 
unter einander vertauschbar. Setzt man beide Seiten der Gleichung (1.) 
mit r£— -4 = (r— a)E— (-4 — aJS) zusammen, so erhält man 

E = 2:{A,^A,^M-aE)){r-^ay 
und daher 

(2.) Aj = A.^.iA-^aE) (i^O), 

(3.) A-E = A,{A--aE). 

Durch wiederholte Anwendung derselben ergiebt sich, falls l eine positive 
Zahl ist, 

(4) A_x = A{A-aE)\ 

(5.) A-E = Ax{A-aE)^ 
und mithin 

AxA.x = AiA{A-aE)^ = AA,{A-aEf = A,,{A-E). 

Setzt man >L = A (oder >Ar), so ist ^_i = und daher*) 

(6.) 4^,-4i = 0. 

In der Reihe (1.) sind die Coefficienten der negativen Potenzen -4.^^.1, ... A^i 
sämmtlich von Null verschieden. Denn wäre einer derselben Null, so 



*) Die folgende Untersuchung der Form Ä^ lässt sich auch mit Hülfe der 
Formel (4.) §. 3 sehr einfach durchführen. 
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mUssten nach (2.) auch die vorhergehenden sämmtlich verschwinden, Ist 
nun i/^ü(^i) = die Gleichung niedrigsten Grades, der Ao genügt, so ist 
V^üW nach Gleichung (6.) ein Divisor von r(r— 1). Da nicht -^ = ist, 
so ist auch nicht % (r) = r. Nach (4.) ist femer 

= A., = MA-aEf. 
Wäre also v^o(^) = r-l, also -4«— £ = 0, so wäre {A—aE)^ = und folg- 
lieh wäre nach §.3, VI. die charakteristische Function von A—aE gleich 
r* und die von A gleich {r—aY^ während vorausgesetzt ist, dass q>{r) für 
mehr als einen Werth verschwindet. Mithin ist (6.) die Gleichung niedrigsten 
Grades, der 4, genügt. 

Da die Coefficienten der Reihe (1.) ganze Functionen von A sind, 
so sei Ao = f{A). Dann ist i4^jk = /(^)(^-aJB)* = 0, während fllr x<* 
die Form A_^ = f{A){A'- aE)" nicht verschwindet Es ist also f{r){r — ay 
durch tp(r) — {r—afyjiir) theilbar, und folglich f{r) durch rp2{r). Dagegen 
ist f{a) nicht Null, weil sonst auch für x<I & die Function f{r)(r''aY durch 
V(r) theilbar wäre. Da (p2{r) für die nämlichen Werthe Null ist, wie 
V^iir)^ so verschwindet f(r) für die Wurzeln der Gleichung (it— w)*«*» 
Grades (p2 (r) = 0, aber nicht fUr die Wurzel a der Gleichung m*«° Grades 
(p^{r) = 0. Nach §. 3, 11. ist daher die charakteristische Function (poir) der 
Form Aü = f{A) genau durch die («— m)^« Potenz von r theilbar. Nun 
verschwindet aber ^o (r) nur für Werthe , fUr welche auch v» (t) = ist, 
also nur flir r = und 1. Folglich ist yo(r) = (r-l)'"r^"% also fia) = l. 
Die Determinante der Form rE—Ai^ ist demnach durch r*~^ theilbar, ihre 
ersten Unterdeterminanten aber nach dem Bildungsgesetze von ^y(r) = (r— l)r 
sämmtlich durch r"-'"-^ Mithin sind ihre zweiten Unterdeterminanten alle 
durch r*~">-' theilbar u. s. w., und folglich ist in der Determinante von Ai^ 
der höchste Grad nicht verschwindender Unterdeterminanten gleich m. 
Ebenso lässt sich zeigen, dass dieser Grad in der Determinante von £— ^) 
gleich n—m ist. Daher sind Ai und E—A^ den Formen 

El = ^x^y^, E2 = ^^ix,y, 
äquivalent oder lassen sich auf die Gestalt 

E-^ = ^^i{piyXi+'-+p^,x^){qytyi + '" + qynyn) 
bringen. Durch Addition dieser Gleichungen erhält man, wenn man 

^PaßXa Vß = P, ^qaß XaUß^Q 

setzt, 

E^PQ, Q^P-K 
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A. = PE,P'\ E^A., = PE^P-'. 

1)B. A mit A, vtTUmkchtmr ist to ist aaeh nacli §. 7. IL 

Ä = P-'AP 

mit 

E.^P-'A.P, E, = P-\E^A^)P 

vertanBchbar* Von den Fonnen 

^iÄ = Ä|, EjB = B2 

enthmt daher nach §. 5. IL die erste nur die Variabein x^, if^ (a^= I9 •*• <>•), 
die andere nur x^, f, {r^m+lj...m). Mithin ist 

eine zerlegbare Form. Nnn ist aber 

B, = E,B = P''AoPP''AP = P''A^AP, 

B^^E^B = P-\E^A^)PP-'AP^P'\E^Ao)AP. 

Daher ist die charakteristiBche Fonction von Bi gleich der von A^A^ Af{A). 
Da rf(r) für die Wurzeln der Gleichung 9, (r) = verschwindet, für r = a 
aber gleich a ist, so ist folglich 

Da femer rE—Bi in (rE,— Ä^ + r^? zerlegbar ist, so ist 

und daher 

Die charakteristische Function von B ist ebenso wie die der ähn- 
lichen Form A gleich q>{r). Da nun B in Ä1 + Ä2 zerlegbar ist, so ist 

und daher 

|r£2— Ä2I. = 92 (r). 

Ist speciell A^ eine symmetrische Form, so kann man (nach dem bekannten 
Satze über die Zerlegung einer quadratischen Form in eine Summe von 
(Quadraten) 
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setzen. Demnach ist P~^ = ^ = P'^ also P eine orthogonale Substitution. 
Ist Ao reell, so kann man auch P reell wählen. Denn da man eine qua- 
dratische Form, in deren Determinante m der höchste Grad nicht ver- 
schwindender Unterdeterminanten ist, stets in eine Summe von m reellen 
positiven oder negativen Quadraten verwandeln kann, so kann man P so 
wählen, dass 

fllr die Werthe von fi, flir die sie nicht alle reell sind, sämmtlich rein 
imaginär werden. Da aber P eine orthogonale Form ist, so ist dies un- 
möglich, weil sonst nicht 

P%-\ hplfi = 1 

sein wOrde. 

Ist A eine orthogonale Form R, für welche die Determinante von 
E'\-R verschwindet, und a = — 1, so folgt aus der Gleichung 

durch Uebergang zu den conjugirten Formen 

Nun kann man r so nahe an — 1 nehmen, dass auch — in der Umgebung 

dieser Stelle liegt Ersetzt man r durch — und erweitert links mit R, so 
erhält man 

oder 

Ist l eine negative Zahl —x, oder eine positive Zahl, so kommt in der 
Entwicklung von (r-l-l)""*"V'"* oder (r + l)^~^r"^"* nach aufsteigenden Po- 
tenzen von r+1 die (—1)*® Potenz nicht vor. Ist iL = 0, so fängt die Ent- 
wicklung von ( i4\ ^it Tj" aii* Durch Vergleichung der letzten 

Entwicklung mit (7.) ergiebt sich daher A[t = ^j. Mithin ist -^, eine sym- 
metrische Form, und man kann für P eine orthogonale Substitution wählen. 
Eine orthogonale Form R, deren charakteristische Function für r = - 1 ver- 
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schwindet, kann also durch eine orthogonale Substitution P in zwei zerlegt 
werden, von deren charakteristischen Functionen die eine für r = — 1 nicht 
Null ist, die andere nur für r = — 1 verschwindet In der Formel (9.), §.11 
kann man daher, falls S = E und 17= iß ist, für 6 eine orthogonale Sub- 
stitution wählen. 

Mit Hülfe dieser Entwicklungen will ich nun über zwei ähnliche 
orthogonale Formen R und S einen Satz herleiten, der für reelle Formen 
bereits von Herrn Schläfli angegeben ist (dieses Journal Bd. 65, S. 185). 
Ist die Determinante von E+R, also auch die von E+S nicht Null, so 
kann man zwei altemirende Formen T und U so bestimmen, dass 

^'" E + T^ ^^ E+U 

ist Nach der Voraussetzung sind die beiden Schaaren 

^^ E + T' E+U 

und daher auch die ihnen äquivalenten Schaaren 

r(E+T)-(E-T), r(E+l^)-(E-J7) 

einander äquivalent Da diese Schaaren aber conjugirte GrundfoFmen haben, 

so können sie nach §. 6, 1. durch cogrediente Substitutionen in einander trans- 

formirt werden, oder es kann so bestimmt werden, dass 

G'{r{E+T)-{E-T))G = r{E+U)-{E-U), 
also für r = — 1 

O'G = E 

ist. Demnach ist G eine orthogonale Substitution. 

Verschwindet aber die Determinante von rE—R, also auch die von 
rE—U, für r = — 1 von der m^^^ Ordnung, so kann man zwei orthogonale 
Substitutionen P und Q so bestimmen, dass 

PRP = R, + R,, Q'SQ = S,+S, 
ist, wo Ri und S, ähnliche orthogonale Formen der Variabein x^, y^ 
(/i= 1, ... m) sind, deren charakteristische Function nur für r = — 1 verschwindet, 
Ä2 und S2 aber solche der Variabein x^y y^ {y = m+l^ ... n) sind, deren charak- 
teristische Function nicht für r = — 1 Null ist. Mithin giebt es zwei ortho- 
gonale Substitutionen Öj und Ö2? deren erste — Äi in — Si und deren andere 
Ä, in S2 transformirt. Setzt man also ^(61+62)^"' = 6, so ist G'flG = S 
und G als Product von drei orthogonalen Formen wieder eine solche. 

Sind zwei orthogonale Formen ähnlich^ so sind sie cmch congruent und 
können durch orthogonale Substitutionen in einander transformirt werden. 
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§. 14. Gomplexe Zahlen. 

Ans dem Algorithinns der Zusammensetzung von Formen, d. h. von 
Systemen aus «' Grössen, die nach n Zeilen und n Colonnen geordnet sind, 
kann man unzählig viele andere Algorithmen herleiten. Mehrere unab- 
hängige Formen E, £|, ... E^ bilden ein Formensystem, wenn sich die 
Producte .von je zweien derselben aus den Formen des Systems linear zu- 
sammensetzen lassen. Ist dann A = 2a^E^ und B== 2b^E^y so lässt sich 
AB auf die Gestalt 2c^E^ bringen. Besonders bemerkenswerth sind solche 
Systeme reeller Formen, bei denen die Determinante von 2a^ E^ für reelle 
Werthe *) von a, «i , ... a^ nicht verschwinden kann, ohne dass diese Coef- 
ficienten sämmtlich Null sind. In diesem Falle heisst die Form 2a^E^ 
ein Zahlencomplex oder auch eine complexe Zahl, E, Ei, ... E^ heissen 
die Einheiten, und die Determinante der Form die Norm der complexen 
Zahl. Da die Norm eines Productes gleich dem Producte der Normen der 
Factoren ist, so kann unter den gemachten Voraussetzungen ein Product 
nicht verschwinden, ohne dass einer seiner Factoren Null ist. 

Umgekehrt kanu man auch diese Eigenschaft als Definition eines 
Systems complexer Zahlen benutzen. Denn sei A = ^a^E^ eine Form des 
Systems, deren Determinante Null ist. Wenn dann rp {A) = die Gleichung 
niedrigsten Grades ist, der A genügt, so verschwindet die charakteristische 
Function dieser Form und daher auch rpif) flir r = 0. Ist V(^) = ^/(0, 
so gehört xi^) ^1^ ganze Function von A mit reellen Coefficienten dem 
betrachteten Formensysteme an, und verschwindet nicht, weil x(t) von 
niedrigerem Grade ist als t^(r). Dagegen ht Ax{A) = tp{A) = 0. Hat nun 
das betrachtete Formensystem die Eigenschaft, dass ein Product nicht ver- 
schwinden kann, ohne dass einer der Factoren Null ist, so folgt aus dieser 
Gleichung , dass -4 = ist Wenn also die Determinante einer Form des 
Systems Null ist, so muss die Form selbst verschwinden. 

Es ist leicht alle möglichen Systeme complexer Zahlen zu con- 
struiren. Seien E, £i, . . . £^ die unabhängigen Einheiten eines solchen 
Systems, sei A = ^a^E^ irgend eine Zahl desselben und sei yj{A) = die 
Gleichung niedrigsten Grades, der A genügt Dann muss v (r) vom ersten oder 



*) Statt der Realitätsbedingung können auch andere Beschränkungen für die Coef- 
ficienten aufgestellt werden , z. B. , dass sie ganze Zahlen oder ganze , ganzzahlige 
Functionen gewisser Irrationalitäten sind. 

8* 
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zweiten Grade sein. Denn sonst könnte man rp{r) und entsprechend ^{Ä) = 
in (reelle) Factoren des ersten oder zweiten Grades zerlegen, und es würde 
ein Produet verschwinden, ohne dass einer der Factoren Null wäre {HoUel, 
Theorie des quanlitis complexes, num. 402). Ist y^{r) vom ersten Grade, 
so ist tff{Ä) = A'-aE = 0^ also A=^aE. Ist tff(r) vom zweiten Grade, 
ohne in (reelle) Factoren ersten Grades zerlegbar zu sein, so ist 

V;{A) = Ä'--2pA + {p'+q')E = 0, 

also wenn man A=pE+qJ setzt, J^^—E. Man kann daher die Ein- 
heiten so ausgewählt denken, dass sie mit Ausnahme von E einzeln der 

Gleichung 

(1.) JC^ = •£ 

genügen. Dann ist das Quadrat der Determinante von X gleich (—1)", also 
ist, da die Coefficienten dieser Form als reell vorausgesetzt sind, n eine 
gerade Zahl, sobald ii»>>0 ist 

Ist II» = 1 und / eine der Gleichung (1.) genügende Form, so sind, 
da E und J vertauschbar sind, auch je zwei der Zahlen aE+bJ ver- 
tauschbar (gewöhnliche complexe Zahlen). Ein solches Formensystem ist 

z. B. für « = 2 

E = xy-Yx'y\ J — xy'—x'y. 

Denn da E eine symmetrische und J eine altemirende Einheit ist, so ist 

die conjugirte Form von A = aE+bJ gleich A' ^aE—bJ, und daher ist 

AÄ = {a' + b')E. 

Mithin ist das Quadrat der Determinante von A gleich (a^ + 6^)^, jene De- 
terminante kann also nur verschwinden , wenn a = 6 = 0, also -4 = ist. 
Ist o^ + 6^ = l, so ist die complexe Zahl aE+bJ eine orthogonale Form. 
Sodann ergiebt sich aus Gleichung (1.), dass m nicht gleich 2 sein 
kann. Denn sonst müsste sich das Produet E1E2 durch die drei Einheiten 
E, £1, E2 linear ausdrücken lassen, 

E1E2 = aE-]rbEi'\-cE2> 

Durch Multiplication mit E2 würde sich folglich ergeben 

— El = aE2-\'bEiE2 — cE 

und daraus durch Elimination von £1^2 

{ab-c)E+{b' + l)E^+{bc+ä)E2 = 0, 
also wegen der Unabhängigkeit der drei Einheiten 6^ -}- 1 = 0, während doch 
b eine reelle Zahl ist 
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Sei nun m > 2 und seien JE^ und Ex zwei unter einander und von 
E unabhängige Einheiten, welche der Gleichung (1.) genügen. Dann be- 
friedigen die complexen Zahlen E^ + E^ und E^—Ei ebenso, wie alle 
anderen, Gleichungen ersten oder zweiten Grades. Wegen der Unab- 
hängigkeit der drei Einheiten E^ E^, Ex können aber jene Gleichungen 
nicht vom ersten Grade sein. Seien daher 

{E,-^Exf-Va{E,+E':) + bE =0, 

{E,^Exr+a!{E,--Ex) + VE = 

die Gleichungen zweiten Grades, denen diese Formen genügen. Durch 
Addition derselben ergiebt sich zufolge der Gleichung (1.) 

{a+a')E^ + {a-a!)Ex + {b+V -4c)E = 0, 

also wegen der Unabhängigkeit der drei Einheiten a = a' = 0. Demnach 
reducirt sich die erste der obigen Gleichungen auf 

{E^^Ex^+hE = 0, 

oder wenn man 2 — 6 = 2 «^;i = 2 ä;^^ setzt, auf 

E^Ex + ExE^ = 28^iE. 

Diese Gleichung bleibt, falls man «^^ = — 1 setzt, auch für x = il gültig. 
Sind nun tii , ... u^ unbestimmte (reelle) Zahlen, und ist 

U = JSTu^E, 

K 

eine complexe Zahl, so kann 

IP = 2u,UxE,Ex = {:S8,xU.Ux)E 

nicht verschwinden , ohne dass Wi , . . . «i^ sämmtlich Null sind. Folglich 
ist die quadratische Form ^s^x^^^x ^ii^c definite Form von nicht ver- 
schwindender Determinante, und weil «,, = —1 ist, eine negative Form. 
Sie lässt sich daher durch eine (reelle) lineare Substitution 

fi, = ^a^xf>i 

in eine Summe von m negativen Quadraten verwandeln, 

^s^x^^ux = --5*»;. 
Setzt man nun 

(2.) Jx = -Tfl^aE,, 

80 ist 
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demaach 

und folglich 

(3.) Jl^-E, JJ,=^--J,J,. 

Mit Hülfe dieser Gleichungen ist leicht zu zeigen, dass m nicht 
grösser als 3 sein kann. Denn sind J,, J27 J» drei verschiedene der 
Einheiten (2.), so ist 

= "T~ «/| «#2 «/jj •/2 «/x ^^^ *"* •'^ •^x •'2 ^x ^^ I •^ 2 •^ X ^^^ -"^ 

mithin 

und folglich, weil einer der beiden Factoren verschwinden muss, 

woraus sich durch Multiplication mit J^ 

J1J2 = +J» 

ergiebt. Die Vorzeichen der Einheiten J, (x = 3, 4, . . . m), über welche noch 
beliebig verfügt werden kann, mögen so gewählt werden, dass in diesen 
Gleichungen das obere Vorzeichen gilt. Wäre dann m>>3, so würde 
J,J2 = — J3 = — j^ sein, während doch J3 und J4 unabhängig sein sollen. 
Der Fall m = 3 ist dagegen möglich. Denn die Einheiten 

E = xy +Xiyi+X2y2+Xiy3^ 

Ji = xyi-x^y -Vx^yz—x^y^^ 

J2 = (cy2 — X2y +x^yi--xiyi^ 

J3 = xy^ — x^y +Xiy2 — X2yi 

genügen den Gleichungen 

Jl = Ey ^2 = Ey «/S = Ey 

J^J^z=z Jj J2 = «/i , J%Ji^^ — Ji*fi ^^ "^Ji^ J1J2 =^ — J2J1 = — J$^ 

•/|«/2«/3 — — /i. 

Da femer Ji, /j? Jz alternirende Formen sind, so ist die conjugirte 
Form von A = aE+2a^J^ gleich A' = aE—Sa^J^. Das Product beider ist 

AA =^{aEf-{2:aJ:f^a^E-a\J\ a,(h{Jj2+J2Ji) — , 

also 

AA = {2W.)E. 
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Mithin ist das Quadrat der Determinante von A gleich (-2*«^)*, jene De- 
terminante kann also nur verschwinden , wenn a^ = (^ = 0, 1, 2, 3), 
also -4 = ist. Ist -raj,= l, so ist AA = E und daher A eine ortho- 
gonale Form. 

Wir sind also zu dem Resultate gelangt, dass ausser den reellen 
. Zahlen («1 = 0), den imaginären Zahlen (m=l) und den Quaternionen 
(m = 3) keine andern complexen Zahlen in dem oben definirten Sinne 
existiren. 

Zürich, im Mai 1877. 
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Sur la formule de Maclaurin. 

(Extrait d'une lettre de M. Ch, Bermüe k M. Barchardt.) 



Lies propri^t^s de la fonction de Jacob BemouiUi Stabiles par 
M. Malmsten dans son beau memoire sur la formule: hu,^ Ju^'-^hJu^+'^- 
iTome 35 de ce Journal, page 55) peuvent fetre obtenues par une autre 
m^thode k laquelle m'ont conduit les recherches que vous avez publikes, 
tome 79, page 339. Reprenant ä cet effet l'^quation de d^finitious, ä savoir : 

de Sorte que Ton alt pour x entier: 

S{x\ = l-+2"+3"+-+(a?-l)", 
je remplacerai d'abord X par il, ce qui donnera: 

"" Bin^A "" sinp 



sin ^l ^ 

et Ton en conclura ces deux ^galit^s, oü je fais pour abr^ger: («) = 1.2.3...«: 

Ceci pos^, la formule suivante dans laquelle ßi, 82^ etc. d^signent suivant 
l'usage les nombres de BemouiUi: 

1 . , , , B, x^ B^ X* Bn ä?'" 

logsmio. = logicr--^-^-^-^- -(2Ü)"2^''- 

conduit ä une expression analytique des polynömes S(x)^, qui met immö- 
diatement en ^vidence les propri^t^s d^couvertes par M. Malmsten. En con- 
sid^rant d'abord la premi^re de nos deux relations, on en d^uit en effet: 
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(2ii) 2it 



Posant donc: 



et observant que: 






nons avons cette fonnule: 

dont voici les cons^quences. Je remarque que le d^veloppement de Tex- 
ponentielle suivant les puissances de l, donnera pour le coefficient d'une 
puissance quelconque de cette ind^termin^e, une fonction rationnelle et enti^re 
des qaantit^s Xi, Xj, ... X^, dont les coef&cients seront tous positifs. On 
trouvera successivement en eflfet: 

S{x), = ^Xl 

S(x)s = -'rij{2X,X, + bXl), 

S{x), = „W(16JriJr3 + 42XU2+35-YJ) 



Or -X, qui s'annule pour a? = et a: = 1 , n'admet dans rintervalle de ces 
deux racines, qu'un seul maximum, correspondant ä la valeur x = ^^ comme 
le montre la d^riv^e: Da:-y» = — 2»a?^*"^ + 2ii(l— a:)'""*. Cette valeur ne 
d^pendant point de n, foumit par cons^quent le maximum de toute fonction 
rationnelle enti^re et ä coef&cients positifs des quantit^s X^, et il est ainsi 
prouv6 que le polynöme (— l}"~'S(a:)2,^i, est positif quand la variable crott 
dea: = Oka? = l, et acquiert sa valeur la plus grande pour a: = i« Je 
passe ä T^qüation (2.) qui conceme les polynömes d'indices pairs, et en 

6crivant le premier membre sous la forme : ^ + ^^'^ 'dl"" ' J^ dövelopperai 
le logarithme de la quantit^ — \ ii" ' ^^ ®^^* *"^^ amen^ ä em- 
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ployer l'expression: 
qni pennettra d'^crire: 



x: = i-(2«-ir, 






et par snite: 

Les polynömes X^ poss^dent la m£me propri^t^ qne les pr^c^dente 
de s'annuler pour x = 0, a; = 1, et de n'admettre dans rintervalle qu'un seul 
maximum correspondant ä a; = i- H en est donc anssi de inline de tons 
les coefficients des puissances de l dans le d^veloppement de Fexponentielle, 
et en exceptant seulement S(a5)o, nous avons cette seconde proposition que 

les polynömes : ^'^^ _i ®^^* positifs äGx = Okx=l avec un seul 

maximum dans rintervalle pour x = ^* 

La facilit^ avec laquelle les propri^t^s des polynömes S(x)n r^sultent 
de la forme trigonom^trique de leurs fonctions g^n^ratrices conduit ä employer 
ces m6mes fonctions pour ^tablir la formule de Maelaurm. A cet effet je 
partirai de la formule dl^mentaire: 

oü 17 et F sont deux fonctions quelconques de la variable x, dont les d^riv^es 
d'ordre k sont d^sign^es par U^ et V\ Posons pour abr^ger: 

ce qui donnera: 

yiP'^Vdx = 4>{x)'-T{x)+fuV^''dx, 
en laissant arbitraire la fonction F, je prendrai: 

et il sera facile d'obtenir les expressions de ^{x) et V{x)^ si l'on met ü 

sous la forme: ^ ^^^^\ C ^"" J , Avant en eflFet: 

28m|A *^ 
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on trouvera: 

Vix) = (- 1)"-' COSWa^-l) |-;^,._, y, _ ;^5.-4 f^'" ^ . . . ^ (_ 1)« p-l] 

<w SlU -nr A 



■^ 28iniA ^ 

Maintenant d^signons les valeurs de F* pour x = l et « = 0, par F{ et 
F5, de ee qui pr^cMe nous d^duirons les formules: 

COS^A |;^«_i rn«-l\ 

^^ 28iniA ^^' "^« ^ 

dont la pfemi^re comme on voit renferme des sommes et la seconde des 
difF^rences, Soit encore: 

tp{i) = r'-nn-F;)-A^-*(F;"-F;")+...+(-irA^(Fj"-^-F2«-^ 

en remarquant que le terme ind^pendant de l disparatt dans la seconde 
formnle, nous pöuvons dcrire: 

*(l)-*(0) = ±^^{l)^ 

et on en concinra en prenant ponr limites des integrales, z^ro et ronit^, la 
relation suivante: 

on plas Bimplement: 

. * Ü 

9* 
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Elle donne panni divers r^sultats la formnle de Maclaurin que j'ai eue prin- 
cipalement en vue, et qui s'obtient comme on va le voir en ^galant les 
termes en i**"\ Fosons en eflFet: V=^f{xo+hx)^ d'oü: 

le coef&cient de il^*~^ dans la qnantit^ icot^Ay^(A), s'obtient au moyen de 
la s^rie: 

sous la forme soivante: 

-...+(-1)-' ^;;'i'y [r^{xo+h)-r'-'{xo)-]. 

D'aillenrs dans <p{i.), le coef&cient du mSme terme est simplement 
dans la fonction 

son expression est: -^— 37N-S(a?)2»-i, on est par cons^quent amen^ k F^galit^: 

qui se ram^ne ä la forme habituelle, en remplagant dans le premier 

fixo+hx)dx par -p/ f{x)dx. 

La proposition de M. Malmsten k l'^gard de S (fl?)2«.i 9 pennet ensuite 
d'^crire : 

/'r{xo+hx)S{x)^^^dx = f^{x^+eh)f'S{x\^,dx 
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^tant compris entre z^ro et Tuiiit^, et Ton obtient une premi^re forme du 
reste en d^terminant le factenr / S{x)2n--iäx, il est donn^ par le coef- 

ficient de ^ /o _i^ — ' ^^^^ ^^ d^veloppement de Tint^grale: 

On trouve ainsi: 

f'S{x),,^,dx = (-irJ?,, 



et par cons^quent: 



Une seconde expression qni est principalement ntfle dans le calcul de la 
somme: f{xo)+f(xo+h) + ***+f{Xij+mh)^ s'obtient en rempla9ant sons le 
signe d'int^gration S (a;)2»-i par son maximum qui correspond ä a? = J, La 
fonetion g^n^ratrice: ^^^i a?8mj (^a?— j devient alors: , 

on a donc: 
et par snite: 

d ^tant encore moindre qne l'amt^. 
Paris, 7 avril 1877. 
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Sur la formule d'interpolation de JLagrange. 

(Extrait d'une lettre de H. Ch. Hermite k M. Borchardt.) 



Je me suis propos^ de trouver un polynöme entier F(x) de degr6 
n—1, satisfaisant aux conditions suivantes: 

F(6)=A6), F{b)=r{b), ... F^-' {b) = r'-' (b) , 

oü f{x) est une fonetion donnöe. En supposant: 

«+/5H VI = n 

Ja question comme on voit est d^termin^e, et conduira ä une g^n^ralisation 
de la formule de Lagrange sur laquelle je pr^senterai quelques remarques. 
Elle se r^sout d'abord facilement comme il suit Je consid^re une aire S, 
comprenant d'une part a, b, .. . l, et de Tautre la quantit^ ^; J^ suppose 
qu'ä son int^rieur la fonetion f{x) soit uniforme et n'ait aueun p6le, cela 
6tant je vais ^tablir la relation: 

rint^grale du second membre se rapportant au contour de S, et en m6me 
temps donner Texpression du polynöme cherch^ ^(^j* 
Faisons pour abr^ger: 

et' 

rint^grale curviligne sera la somme des r^sidus de (p{ss) pour les valeurs: 
a = a, 6, . . . / et a = a?. Le dernier de ces r^sidus est ^videmment ^fix)] 
ä r^gard des autres, en consid^rant pour fixer les id^es, celui qui correspond 

k a = a je vais le d^terminer par le calcul du terme en j- dans le ddve- 

loppement de y(a + A), suivant les puissances croissantes de h. 
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Observons d'abord qn'on a: 

*(o+Ä) = Ä«(a-6+*/(a-c+A)y..-(a-/+A)^ 
de Sorte qn'en posant: 

noiiB pourrons ^crire: 

Effectaons ensaite le produit des denx s^ries: 

fia+h) = /'(o)+/"(a)|.+ r(a)-j^+...+r-'(a)T:2^^+-, 



• • • 



a?— a — A x—a (x^-ay (x — ay (x^-ay 

il est clair qu'on aura pour r^sultat: 

f(a + h) _ X X,h A,A' , J^rzl*!ZL 4. 

a--a-A "" a?-a"^ (a;-a)' ■*" (a?-o)' "^ ^ (a?-a)« "^ 

JT, d^signant un polynöme entier en x du degr^ t. H en r^sulte qne le 
r^sidu cherch^, ^tant le coefficient de h""^^ dans le produit: 

*(a:)[^+^A+^,AH..-+A-iA""''] 

aura pour expression: 

ou encore: 

C'est done k T^gard de la variable x, un polynöme entier de degr^ 

« + /?H f-A— 1 = »— 1; il en est de m6me des autres r^sidus de ^(ä), et 

par cons^quent leur somme que je d^signerai par F(x) est bien un poly- 
nOme entier de degr^ »—1, dans la relation que nous venons d'obtenir: 



Fix) ^ fix) = J^ /'^(^)^C ^rf, 



Observez maintenant que Tint^grale du second membre, renfermant 
comme facteur, sous le signe d' Integration la fonetion *(a:), s'annule 
ainsi que ses d^riv^es par rapport ä x, jusqu'ä Tordre a— 1 pour x = a, 
jusqu'ä Tordre /?— 1, pour a: = 6, etc. II est ainsi imm^diatement mis en 
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^vidence qne F{x) est le polynöme cherch^, tautes les condition^ k remplir 
se tronvant en effet satisfaites. Mais de plus, nous obtenons une expression 
de la diflKrence entre la fonction et le polynöme d'interpolation, sous une 
forme permettant de reconnattre qu'elle diminue sans limite, lorsque le 
nombre des quantit^s a, b, . .. l, ou bien les exposants, a, ß, ... X^ vont 
en augmentant. Effectivement, si nous admettons que tous les cercles 
passant par le point dont Taffixe est x et ayant pour centres les n points 
a, b, ... l soient contenus ä rint^rieur de S, les rayons de ces cercles, c'est- 
ä-dire, les modules de x—a^ x—b, ... seront respectivement infi6rieurs aux 
modules des quantit^s a — a, ä — 6, . . • « — (, lorsque la variable z d^crit le 

contour de Faire, Le module du facteur -^Vf ©ntrant dans Tint^grale cur- 

viligne, peut ainsi devenir moindre que toute quantit^ donn^e, lorsqu'on 
augmente le degr^ du polynöme F(x). 

Cette consid^ration est d'ailleurs exactement celle dont on fait usage 
k r^gard du reste de la s^rie de Taylor, 

ß - JL fJ0OOLz:ar_, 

lorsqu'on veut ^tablir la convergence de cette s^rie pour des valeurs ima- 
ginaires de la variable. J'ajouterai cette remarque que la diff^rentiation par 
rapport ä a, donne: 



da 2m J f» — ay+» 

8 



r_md 



de Sorte que la formule: 



8 ^ ^ 

pennet d'^crire: 

dR ^ (a;-a)«-Y(«)(a) 
da "" 1.2...a — 1 

et Ton en conclut, R s'^vanouissant pour a = x^ la forme ^l^mentaire du reste : 



~ 1.2...a — 1 



H=/ 



Apr^s avoir rattach^ ä un m6me point de vue la s^rie de Taylor et la formule 
d'interpolation de Lagrange, qui s'obtiennent comme on voit, en posant 

*(aj) = {x—ay^ et *(a;) = (a? — a)(a:— 6).. •(«—/), 
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je vais consid^rer un nouveau cas et faire: * (a?) = (a; — a)" (a? — 6/. Si 
Texpression du polynöme F{x) devient alors plus compliqu^e, Vint^grale: 

I F[x)dx donne pour la valeur approch^e de la quadrature / f{x)dx^ un 

a a 

r^sultat tr^s-simple, auquel on parvient comme il suit. 

NommoDS ^ et B^ les r^sidus correspondant äj5 = aeti5 = 6^ de 
la fonction 

de Sorte qn'on ait: 

F{x) = A + B; 
je montrerai d'abord, qne les mt^grales: 



a 



se d^duisent imm^diatement Tune de l'autre. Ces quantit^s sont en effet 
les coefficients de -^, dans le d^veloppement des expressions: 



et 



/\ib + h)dx = r(fc+*) / * (x-ay(x-bydx 



a a 



hf(b — a + hy 
Or ^crivons pour an moment: 

(n h >. ß) - ^(«+A) r (x-ay(x-bydx 

a 

et permntons ä la fois, d'nne part a et b, et de Tantre a et /?, ce qni donnera: 

to, a, p, a) - J^ß(p_gJ^f^YJ x-b-h ' 

on voit qne le second membre de cette ^galit^ ^tant — |t, on a simplement: 

f'F{x)dx = (a, b, a, ß)-{b, a, ß, «). 

a 

Cette remarque faite, posons: 11» = «+/?^ la* formule ^l^mentaire : 
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donne le d^veloppement: 

J x^a-h "" Aw + l) ^^ ^^ 

r(m) ^ ' 

r(a-a)r(/g+i) ^_ , , 

+ .• • • • 

FaisoDS encore: h'={h—a)t, on poarra T^crire sons cette noavelle forme: 

r(m+l) (*~''^ Ll+-^^rr'+ («_lXa-2) '+"J' 

Cela ^tant nons effectaerons la multiplication par le factenr (a— 6+A)~^, 
ou plntöt par la qnantit^ %ale: (- l)''(6-a)~''(l — 0~^. Des r^dactions 
qni se pr^sentent d'elles-m^mes , montrent qne le prodait des denx sdries: 

i , *» «, ct(ot — 1) ' ^, , m(m — i)(m — 2) ^ , 
^+ a-1 '"^ («-l)(a-2) ' "*" (a-l)(o-2Xa-3) ^ + *"' 

1 + T'+ 1.2 ^ + OTS '^ + - 

a la forme simple: 

^- ^+ a-1 '+ 1.2. (a-2) '+ 1.2.3.(o-3) '^+- 

^ 1.2.3...0-1 ' ^ 

de Sorte qa'on a: 

(a-b + hyJ x-a-h ~ r(in + l) ^° **' '* 

Mais il est pröf^rable, en gardant senlement les pnissances de h, dont l'ex- 
posant est inf^rienr ä a, et qni nons seront senles ntiles, d'ordonner le se- 
cond membre snivant les ' pnissances d^croissantes de cette qnantitö. On 
obtient ainsi: 

. * p (x-ay{x-bydx _ jLfA_fl)A«-i 

(a-b + hyJ^ x-a-h ~ m ^" ">'* 

o(a-l) (6-a)'A— ^ 



+ 



+ 



m(m — 1) 2 

a(o-l)(a-2) (6-a)'A«-J 



m(OT— l)(m — 2) 
+ 
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En dernier lieu, multiplions par le facteur: 

pour former le coefficient du terme en A"~', qui est la qnantit^ chereWe, 
nous parvenons ainsi ä Texpression: 

"^ m(m-l)(m-2) 1.2.3 ■^**' 

dont la loi est manifeste. 

On obtient d'une antre mani^re, cette formnle en partant de la relation: 

oü j'ai fait: 

e{x) = UY^-^^ü'V'^'-''-\'V''Y'^'^ . 

Prenons en effet: U=^f{x\ F= (o: — «/(a: — 6)", avec la condition «+/?=: m, 
de Sorte qu'on ait: F*" = 1.2...iii. On en d^duira en int^grant entre les 
limites x = a et x = b: 

a' a 

et il est ais^ de calculer Q[a) et 0(6). H suffit en effet d'avoir les d^riv^es 
successives de F= fo;— 0/(0?— 6)" pour x^a et x^h; or les premi^res 
s'obtiennent en faisant x = a+h^ et sont donn^es par les coefficients de 
A^(a— 6+A)"; les autres r^sultent semblablement de Texpression A"(6-a+Ä)'^, 
et Ton trouve ainsi: 

1.2...m m ^ ''I V / m(»i — 1) 



+ 



1.2 

a(o-l)(a-2) (a — 6)*r(o) 



m(i»-l)(i»-2) 1.2.3 

Ecrivons cette qnantitö de la mani^re suivante: 

1.2...m m ^ /# V / m(m — 1) 1.2 

o (o - 1) (a - 2) (6 - ay f'^a) 



... 



m(m-l)(m — 2) 1.2.3 

on anra de m6me: 

/?(/?- l)(/g- 2) (a-6)T (6) _ 
m(m — l)(ro-2) 1.2.3 

10* 
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et nous sommes ramen^s ä la formale pr^c^demment obtenue. Mais on trouve 
par cette m^thode, que la diff^rence entre Tint^grale J f{x) dx et sa valeur 

a 

approch^e est la quantit^: 

a 

oü le facteur {x—ay{x—bYj conserve toujours le mßine signe entre les 
limites de Tint^gration. 
Ecrivant donc: 

f'r(^)i^-^y(^''b)Ux = r{^)f\x-af{x-hYdx, 

a a 

en d^signant par § nne quantit^ comprise entre a et 6, on voit que pour 
une valeur donn^e de m, Tapproximation obtenue dopend du facteur 

f\x-af{x-bYdx, 

a 

ce qui conduit ä d^terminer a et /? par la condition quil soit le plus petit 
possible. Or on trouve ais^ment que le minimum du produit I\x)r{m—x) 

s'obtient en faisant x = ^' Parmi les diverses formules qui se rapportent 

ä la m£me valeur de tn, c'est donc celle oü a=^ ß, oü figure par cons^quent 
la d^riv^e de Tordre le moins ^lev^ de la fonction f{x)^ qui conduit en 
mgme temps ä Tapproximation la plus grande. 

En particulier on trouvera pour « = /? = !: 

ff{x)dx = i(6-a)[/(a)+A6)]-A(6-«)Ym 

a 

puis en snpposant : a = ß = 2: 

f'f(x)dx = Hb-a)[f{a) + r{b)] 

Paris, öjuület 1877. 
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Postscriptum. 

J'ai röfl^chi de nonveaa ä ces denx origines de la s^rie de Taylor, 
saivant qu'on la d^dnit, au point de vne ^16mentaire, de Tint^grale d^finie: 

J 1.2.. .0 *"*' 

on bien sons an point de vae analytiqne plns ^tenda, de Tintögrale curviligne : 

\ r (x-ay+^f(z) 

2inJ (»-»X^-o)"*' * 

et j'ai pens6 qu'il devait 6tre possible pareillement d'arriver au polynöme 
d'interpolation par une autre voie qui n'exigerait pas Vemploi des variables 
imaginaires et des integrales curvilignes. C'est en effet ce qui a lieu, mais 
11 faut recourir comme vous allez le voir ä la consid^ration des integrales 
multiples. En posant: 

/7(a) = (a-aü)(Ä— öi)...(a-a«) 
j'envisage rint^grale: 



1 ffi?) 

2%nJ n(z) 



dz 



oü la fonction f{ss) est suppos^e continue ä Finterieur de Taire S, qui com- 
prend tous les points ayant pour affixes a,„ ai, ... a„. 

Si Ton d^signe par /* (a) , la deriv^e d'ordre n de f{3s) , et qu'on fasse : 

tt = (a.)~ai)'i+(ai-Ö2)<2H h(ö,»i -«»)'» + «», 

rint^grale curviligne s'exprime comme il suit au moyen d'une integrale 
multiple d'ordre n. On a: 

8 ^ ^ 

et nous allons ais^ment le d^montrer. 
n vient d'abord en effet: 

pf-{u)dt = r-' [(flp - fl«)<. + (a> - a^)h + -' + a»l 

^ ' 



78 Ch. Hermite, farmule dinterpokUion de Lagrange. 

paiB Buccessivement: 

(«o-ai)(«o-«i) 
f'-'[(a,-a,K + (a,-oJ<« +••• + «■) 

(<»i-Oc)(Oi-<»t) 



I r-*[(«,-a.)<. + (a.-g4)<« + - + On] 

(«.-OoXot-o.) ' 



U 



K-0|)(a.-«i)(Oc-0|) 

. r-n(g,-««)<4+(g«-g.)t.+-+g»] 

(o. -«.)(". -«tX«,-«.) 

/•-»[(o,-oJf,+(o,-o.)<, + .- + a.1 
(a,-oJ(a,-c,)(o,-a,) 

r'-n(a.-a4)<4 + (o4-o»X + - + g»J 
(«.-o..Xa,-a.)(<»j-«,) ' 

en faisant nsage des identit^s ^l^mentaires : 

* I \ L * = 

(«.-«iX«.-«.) (0|-o.)(o.-o.) (o,-o.Xo.-Oi) ' 



(ö.-«.)(«o-<».)(o.-«,) (o.-o.)(Oi-<»,)(a|-o.) 

I < I < = 

(o,-Oo)(o,-a.)(a,-o,) («,-o.Xo,-o.X«,-«.) 

£n dernier lien, et sans qn'il soit besoin d'entrer dans des d^tails qne la 
simplicit^ des calcals rend inntiles, on obtient ponr Tintögrale multiple 
d'ordre n, Texpressioii: 



qni est en effet la valeur de Tint^grale: "27^./ ^To^*' Appliquons ce r^- 
Bultat en supposant a^y = x, et faisonB ponr abr^ger: 

€p{x) = (aj— ai)(a? — a2)...(aj-a0; 
Bi Ton d^Bigne comme pr^c^demment, par F{x\ le polynöme d'interpolation 
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de Lagrange, on trouvera: 

'o 

la valeur de u pouvant £tre mise sous la forme suivante: 



+ ai-i(<«-d) 
Je remarqne ensnite qu'en diff^rentiant la relation: 

S ^ ^ ^ ^ ü CJ ü 

o— 1 fois par rapport k Oi, ß—1 foia par rapport ä o,, ... l—l fois par 
rapport ä a,, nons obtiendrons dana le premier membre Tint^grale: 

2in / (3-arXa-o,)«(«-a.>»...(a-a.y *»*» 

qni se tronvera donc exprim^e par Tint^grale multiple: 

u 

oü j'ai fait: 

N0118 parvenons ainsi pour la formule plus g^n^rale d'interpolation, ä Tex- 
pression suivante du reste: 

* ((t) repr^sentant le polyn6me : (x— ai)"((r— a2/...(a?— »«^5 c'est le r^sultat 
que je me suis propos^ d'obtenir et qui me semble compl^ter sous un point 
de vue essentiel la th^orie ^l^mentaire de Tinterpolation. 

Bain-de-Bretagne, septembre 1877. 
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Zur Theorie der Functionen. 

(Von Herrn Leopold Schendel in Tokio.) 

1. Oetzt man 

/jW- (i-q)t) ' /»W- (i-q)v ' ö. 8. W., 

80 gilt, wenn (9"©— 5f^~'»)f ein nach der Vorechrift 

((Dii-DY = y(— »'-i)y(-»»)--<iP(-<)y(0)y(<)"-»(«— *) 

^^^ •'■'* if{—m—i)(f{—m)...(f{—i'y 

gebildetes Froduct bedeutet und 
gesetzt wird, die Gleichung 

offenbar für m = 1 und kann vermittelst der Gleichung 

darch den Schluss von m auf m+l als filr jedes ganze positive m gültig 
nachgewiesen werden. Daraus ergiebt sich aber sofort, dass stets 

o *^* 

oder in entwickelter Form 

ist, wenn die rechts stehende Reihe einem bestimmten endlichen Werthe zu- 
strebt. Dieses allgemeine Theorem enthält offenbar, da die Functionen 
fqi^h fqi^)i ••• flir 5^ = 1 mit den Ableitungen der Function ^(r) identisch 
sind, das 7ay/orsche Theorem als speciellen Fall in sich. 

2. Bezeichnet man die x-malige Anwendung der im vorigen Ab- 
schnitte bezeichneten Operation auf eine Function in anderer Weise durch 
ein vorgesetztes D^, so ist 

und somit allgemein 
Man erhält daher, wenn 



• • • 
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gesetzt und damit BinomialcoeMcienten verallgemeinerter Art bezeichnet 
werden, das allgemeine Binomialtheorem 

das sich in anderer Form schon in Schellbach^ „Lehre von den elliptischen 
Integralen und den Thetafunctionen", Berlin 1864, p. 19 findet. Man kann 
ihm auch unter Berücksichtigung der Formel 

und der Relation 



die Form 

geben. 

Setzt man in dieser Formel ^"""y fUr y und beachtet, dass 

{x + q^-'yTi = (x+q'^'^y): 
ist, so gelangt man zu der Formel 



die für I» = oo und <^ <C 1 die Form 

annimmt Besondere Fälle dieser Formel sind: 

Femer nehmen wir in jener Formel n negativ an und vertauschen 
qx mit x; dadurch erhalten wir die einfache Formel 

/ y + q^v Y ^ vr-iy/^JlliÜ^li g—jf^t? Y 

aus der für y = 1, q<il und i» = oo die einfache Formel 

M +g>.-'a> A "" r ^ ^ V 1-^i y^ 

hervorgeht, die in dem besonderen Falle v =^x allgemein bekannt ist 

Die Function {x+q^~^y)iy die in dem besonderen Falle ^ = 1 die 
Potenz {x+yy darstellt, hat für positive und negative ganze n eine völlig 

Journal fQr Mathematik Bd. LXXXTV. Heft 1. 11 
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bestimmte Bedeatnng, für gebrochene n dagegen ist sie nnr in dem Falle 
9 = 1 einer einfachen Definition fUhig. Doch können die allgemeineren 
Functionen, zu denen die Bruchpotenzen oder Wurzeln gehören, nach dem 
Binomialtheorem durch unendliche Reihen definirt werden. Ebenso giebt 
es eine Klasse von Functionen, welcher die Logarithmen angehören, und 
auf die man geführt wird durch die Frage nach einer Function von der 
Eigenschaft, dass sie, der im vorigen Abschnitte bezeichneten Operation 
unterworfen, zur Function {fi + q^~^y)T^ wird. Ebdlich sei erwähnt, dass 
die Exponentialfunction zu den Functionen gehört, die durch diese Operation 
unverändert bleiben. 

Betrachtet man die in folgender Weise in Reihen zusammengestellten 

Grössen 

{x+q'-'y)U\ {x + q'-'yyix\ {x+q'-'y)W, • • • 

{x+q'''y)\x', {x+q'-'y)\x\ ,{x+q'-'y)\x\ . . . 

{x+q''-'y)W\ {x+q'-'y)]x\ (x + q'''y)\x\ ... 

so erkennt man unter Berücksichtigung der Gleichung 

ix+q^-'yy, = {x+q''''yyr'x-]rq''''y[x+q''-'yrr' 
sofort, dass man, wenn man mit der Null zu zählen beginnt, das x^^ Glied 
der »*ö° Horizontalreihe dadurch erhält, dass man zum (x+l)*®" Gliede der 
(w-l)*«'^ Reihe das mit ^"^y multiplicirte x^^ Glied derselben Reihe addirt. 
Beachtet man, dass das in der 0*«° Horizontalreihe befindliche (a?+ q^'^yjl = 1 
ist, so ergiebt sich daraus, dass, wenn an den Grössen 

Xq^ «Ti, «C2, • . . 

die durch die Gleichung 

J^x, = ^"-'or.+i + g'-'y^^-'a?, 
oder, wenn wir y = ^q setzen, die durch die Gleichung 

J-x, = J^'x.^. + q'^/r-'x, 
angedeuteten Operationen der Reihe nach ausgeführt werden, die Grösse 
^a?ü in derselben Weise aus den Grössen a?,,, a?i, 0^27 ••• gebildet ist, wie 
die Grösse {x—q^yi aus den Potenzen von x. Es ist daher nach dem Bi- 
nomialtheorem, wenn in demselben y = '~q^ r = gesetzt wird, 

J^x,, = 2!{-ir-\^)q ' X,. 
Femer erhält man durch die Annahme y = 0, t? = g die Formel 

x^ = 2:Cx)q-''{x^q')t 



ü ^ X+i ^q 
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und ans derselben vermittelst der Relation 

die Formel 

und es gelten daher anch die in dem besonderen Falle 9 = 1 bekannten Formeln 

ü * 9 

3. Die Formel 

führt, wenn man q nnd y beziehungsweise durch q^ und ^"■'"^^y ersetzt, auf 
die Eelation 

der zufolge die Function 

bei Vertanschung von ^ mit — i* ganz unverändert bleibt, während die 
Function 

sich nur bei gradem n nicht ändert, bei ungradem n dagegen das entgegen- 
gesetzte Vorzeichen annimmt 

Entwickelt man diese Functionen nach dem Binomialtheorem, indem 
man q^ x, y durch gr*, e+'^, ±^~"+^e"'** ersetzt und r = annimmt, so erhält 

man, wenn man noch mit q* multiplicirt, die Formel 

und aus derselben zufolge der vorigen Bemerkung die Formeln 

j*(ß'*"'^ + r"^'^"'^"'^7 = -fCJJ),^ * cos(ii-2x)^. 






in deren letzter cos oder tsin zu nehmen ist, je nachdem n grade oder un- 
grade ist. 

Nun ergiebt sich aus der Formel 

{x+q'-^yy,^"" = {x + q'^''yr,{x + q^^'''y)T, 

11* 
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wenn man in ihr 9 und y durch q* und ±q~*~*^*y ersetzt, die Relation 

5(^(aJ±y-"-'»+'"-'y)J+" = (±l)'"(g'"~"+""^aJ±y)I(+aJ+g"--+'''-'y)J', 
aus der durch die Annahme m = n und m = n—l die Formeln 

hervorgehen. 

Demnach bestehen die folgenden vier Formeln: 

a+2f'-'co629+q*^-y^ = (^") -|-2i(^^^)y"co82*d, 
(l-29«-'co82d4-9*'-'): = (l"),+2i(-ir(„^J^,9'"co82;fd, 

2y* cosd ( 1 + 29" cos 2» + q*^)r' = ^^{„-.^),9 * C08 (2* - 1) 9, 

29*8in^(l-29'^co8 2if+7*^)r' = 22:(-ir+V„_^),9 * 8in(2x-l)d, 
aus welchen man fUr 9 = 1 die bekannten Formeln 

2'-co8'-^ = C5,'') + 2i(„!!'Jco82;«*, 

2'-8in'-d = (^^") + 2i(-ir(^^Jco82;fi^, 

2*-'co8'"-*d = 2l(^"~j)co8(2«-l)d, 

2'-'8in'"-'d = 2 1 (-!)''+> (*J*jj) sin (2«-l)^, 

und als diesen entsprechend für 9 <C 1, » = <x> die Jaco6t sehen Functionen 

(l-?")r(H-29"-*cos26^+9*'-'}r = l + 2l9f'cos2«^, 

(l-7'^)r(l-2g'^-*co8 2i^+9*^-*)" = 1 + 2 J (-ir9"co82z*. 



1 



2qHl-q''^)i(iOs9{l + 2q''^cos29+q*')' = 22:q * co8(2x-l)d, 

2qHl-q'^)Uiii»(l-2q''co&29+q*^)' = 21 {-!)'+' q * sin(2*-l)^ 
erhält. 

Tokio (Yedo), im Februar 1877. 
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Tafeln far die dekadischen Endformen der 

Quadratzahlen. 

(Von Herrn Schady.) 



Jjei zahlentheoretischen Rechnungen kommt es häufig darauf an, zu 
entscheiden, ob eine gegebene Zahl Quadratzahl ist oder nicht Da man 
von vom herein weiss, dass die Antwort in der weitaus überwiegenden Anzahl 
von Fällen eine negative ist, so liegt es nahe, auf ein Mittel zu sinnen, 
um von den im Allgemeinen möglichen Fällen eine möglichst grosse Anzahl 
durch eine Vorfrage auszuschliessen und so die Anzahl der Fälle, in welchen 
die zur Entscheidung der Frage nöthige Rechnung durchgeführt werden 
muss, auf eine möglichst kleine Anzahl einzuschränken. Ein solches Mittel 
ist in den nachstehenden Tafeln I und 11 gegeben. 

Man zähle von rechts nach links die Stellen, welche die ZiflFem einer 
Zahl einnehmen, nenne also die Ziffer, welche die Einer angiebt, die erste, 
diejenige, welche die Zehner angiebt, die zweite u. s. w. Nennt man femer 
den Complex der ersten 2, 3, 4, 5 Ziffem die zwei, drei, vier, fünfzififrigen 
Endformen der Zahlen, so enthält Tafel I die vierziffrigen Endformen der 
sieben- und achtstelligen Quadratzahlen. Während die vierziffrigen End- 
formen aller Zahlen eine Anzahl von 10000 möglichen Fällen umfassen, 
giebt es deren nur 1044 unter den Quadratzahlen, und diese lassen sich mit 
Rücksicht auf das Verhalten der vierten Ziffer in eine sehr übersichtliche 
Tafel bringen. 

Es seien die 3 ersten Ziffem der vierziffrigen Endform einer Quadrat- 
zahl fixirt, so rechne man die Endform zur ersten Klasse, wenn die vierte 
Ziffer alle 10 möglichen Werthe haben kann, zur zweiten Klasse, wenn 
die vierte Ziffer alle fünf geraden Werthe und nur diese haben kann, zur 
dritten Klasse, wenn die vierte Ziffer alle fünf ungeraden Werthe und nur 
diese haben kann, endlich rechne man zur vierten Klasse die Endformen 
welche in die ersten drei Klassen nicht gehören. Ueberdies bezeichne man 
in Tafel I die Endformen der ersten drei Klassen in der Weise, dass an 
die Stelle der vierten Ziffer bei der ersten Klasse ein Punkt, bei der 
zweiten ein g oder bei der dritten ein u gesetzt werde. Dies vorausgesetzt, 
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SO giebt es nur drei dreiziffiige Endformen vierter Klasse, nämlich 

000, wofür die vierte Ziffer = 0, 
500, - - - - = 2, 

625, ... - = 0,5. 

Tafel I fSr die Ylerziffiigen Endformen der Qnadratzahlen. 



0000 


^084 


^176 


^276 


.369 


^464 


.561 


^644 


«744 


«844 


«936 


.001 


.089 


til84 


.281 


«376 


«476 


i^564 


.649 


^756 


.849 


^944 


^004 


^096 


^196 


«284 


i^384 


.481 


.569 


g^^ 


. 761 


«856 


«956 


.009 


^100 


.201 


.289 


«396 


i^484 


<7 576 


«664 


«764 


^864 


.961 


5^016 


til04 


ti204 


«296 


5^400 


.489 


«584 


^676 


. 769 


«876 


^964 


ti024 


gllQ 


.209 


^304 


.401 


i^496 


«7 596 


.681 


«776 


.881 


.969 


.025 


.121 


«216 


«316 


^404 


2 500 


«600 


«684 


i^784 


5^884 


5^976 


i^036 


»124 


5^224 


.321 


.409 


«504 


.<m 


.689 


«796 


.889 


«984 


.041 


. 129 


.225 


5^324 


^416 


i^516 


u604 


«696 


.801 


5^896 


5^996 


»044 


ttl8B 


»236 


.329 


«424 


.5^1 


.609 


S7 704 


^804 


5^900 




.049 


i^l44 


.241 


5^336 


5^436 


«524 


«616 


«716 


.809 


«904 




ti056 


»156 


92U 


«344 


.441 


.529 


!7G24 


. 721 


^816 


5^916 




5ir064 


. 161 


.249 


^356 


«444 


«536 


(0.5)625 


5^724 


«824 


.921 




u076 


5^164 


5^256 


. 361 


.449 


5^544 


«636 


. 729 


^836 


«924 




.081 


. 169 


u264 


«364 


«456 


«556 


.641 


i^736 


.841 


.929 





Tafel n enthält die fÜnfiziflErigen Endformen der neun- und zehnstelligen 
Quadratzahlen. Während die fiinfziffiigen Endformen aller Zahlen 100000 
mögliche Fälle umfassen, giebt es deren nur 9161 unter den Quadratzahlen, 
und diese lassen sich wiederum mit Rücksicht auf das Verhalten der fünften 
Ziffer Übersichtlich darstellen. Es seien die 4 ersten Ziffern der fUnfzdffrigen 
Endform einer Quadratzahl fixirt, so rechne man die Endform zur ersten Klasse, 
wenn die fünfte Ziffer alle 10 möglichen Werthe haben kann, zur zweiten 
Klasse, wenn die fünfte Ziffer alle fünf geraden Werthe und nur diese haben 
kann, zur dritten Klasse, wenn die fünfte Ziffer alle fünf ungeraden Werthe und 
nur diese haben kann, endlich rechne man zur vierten Klasse die Endformen, 
welche in die ersten drei Klassen nicht gehören. Ueberdies bezeichne man 
in Tafel U die Endformen der ersten drei Klassen in der Weise, dass an 
die Stelle der fünften Ziffer bei der ersten Klasse ein Punkt, bei der zweiten 
ein g oder bei der dritten ein u gesetzt werde. Dies vorausgesetzt, so 
giebt es nur vier vierziffrige Endformen vierter Klasse, nämlich 

1, 5, 9 



0000, wofür die fünfte Ziffer = 




3 




0625, . - - . = 
2500, ... . = 
5625, . ... - = la 



4, 6 

5, 9 

4, 8 

2, 6 

5, 7 
2, 6 
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Tafel n für die fünMfMgen Endformen der Qnadratzahlen. 



(S)^ 



0001 
^0004 
.0009 
.0016 
.0025 
5^0036 
.0041 
.0049 
.0064 
.0081 
»0084 
.0089 
.0096 
5^0100 
«0116 
.0121 
.0129 
.0144 
.0161 
5^0164 
.0169 
.0176 
^0196 
.0201 
.0209 
.0224 
.0225 
.0241 
»0244 
.0249 
.0256 
u0276 
.0281 
.0289 
.0304 
.0321 
^0324 
.0329 
.0336 
y03ö6 
.0361 
.0369 
.0384 
.0400 
.0401 
u0404 
.0409 
.0416 
u0436 
.0441 
.0449 
.0464 
.0481 
^0484 
.0489 
.0496 
^0516 
.0521 
.0529 



.0544 
.0561 
u0564 
.0569 
. 0576 
u0596 
.0601 
. 0609 
.0624 

S4>25 

.0641 
^0644 
.0649 
.0656 
5^0676 
.0681 
.0689 
.0704 
.0721 
u0724 
.0729 
.0736 
ti0756 
.0761 
.0769 
.0784 
.0801 
^0804 
.0809 
.0816 
^0836 
.0841 
.0849 
.0864 
.0881 
M0884 
.0889 
.0896 
5^0900 
ti0916 
.0921 
.0929 
.0944 
.0961 
^0964 
.0969 
.0976 
y0996 
.1001 
. 1009 
.1024 
.1025 
. 1041 
•ul044 
^1049 
. 1056 
til076 
.1081 
.1089 
. 1104 



. 1121 
5^1124 
. 1129 
. 1136 
i^ll56 
. 1161 
. 1169 
.1184 
. 1201 
«1204 
. 1209 
. 1216 
. 1225 
«1236 
. 1241 
. 1249 
. 1264 
. 1281 
5^1284 
. 1289 
. 1296 
5^1316 
. 1321 
. 1329 
. 1344 
. 1361 
«1364 
. 1369 
. 1376 
«1396 
.1401 
. 1409 
. 1424 
. 1441 
5^1444 
. 1449 
. 1456 
5^1476 
.1481 
. 1489 
.1504 
. 1521 
«1524 
. 1529 
. 1536 
«1556 
. 1561 
. 1569 
. 1584 
. 1600 
. 1601 
^1604 
. 1609 
.1616 
5^1636 
. 1641 
. 1649 
. 1664 
. 1681 
«1684 
. 1689 



.1696 

«1716 

. 1721 

. 1729 

. 1744 

. 1761 

5^1764 

. 1769 

. 1776 

5^1796 

. 1801 

. 1809 

. 1824 

. 1841 

«1844 

. 1849 

. 1856 

«1876 

. 1881 

. 18S9 

. 1904 

. 1921 

5^1924 

, 1929 

. 1936 

g 1956 

,1961 

. 1969 

. 1984 

.2001 

«2004 

.2009 

.2016 

.2025 

«2036 

.2041 

.2049 

.2064 

. 2081 

57 2084 

. 2089 

.2096 

«2100 

5^2116 

.2121 

. 2129 

.2144 

.2161 

«2164 

. 2169 

.2176 

«2196 

.2201 

.2209 

.2224 

.2225 

.2241 

g22U 

. 2249 

.2256 

^2276 



.2281 

. 22rt9 

.2304 

. 2321 

«2324 

. 2329 

. 2336 

«2356 

.2361 

. 2369 

.2384 

.2400 

. 2401 

5^2404 

.2409 

. 2416 

^2436 

.2441 

.2449 

.2464 

.2481 

«2484 

.2489 

. 2496 

(0.2.6)2500 

«2516 

.2521 

.2529 

.2544 

.2561 

5^2564 

.2569 

.2576 

^2596 

.2601 

. . 2609 

. 2624 

.2641 

«2644 

.2649 

. 2656 

«2676 

. 2681 

.2689 

.2704 

.2721 

5^2724 

.2729 

. 2736 

5^2756 

. 2761 

.2769 

.2784 

.2801 

«2804 

.2809 

. 2816 

«2836 

.2841 

. 2849 

.2864 



.2881 

^2884 

.2889 

. 2896 

«2900 

5^2916 

.2921 

.2929 

.2944 

.2961 

«2964 

. 2969 

.2976 

M 2996 

.3001 

.3009 

.3024 

.3025 

. 3041 

5^3044 

.3049 

.3056 

5^3076 

.3081 

.3089 

.3104 

.3121 

«3124 

.3129 

. 3136 

«3156 

.3161 

.3169 

.3184 

.3201 

S7 3204 

.3209 

.3216 

.3225 

. 3236 

.3241 

.3249 

.3264 

.3281 

«3284 

.3289 

.3296 

«3316 

.3321 

.3329 

.3344 

.3361 

^3364 

,3369 

.3376 

5^3396 

.3401 

.3409 

.3424 

.3441 

«3444 



.3449 
.3456 
«3476 
.3481 
.3489 
.a504 
.3521 
^3524 
.3529 
. 3536 
^3556 
.3561 
.3569 
.3584 
. .3600 
.3601 
«3604 

. mod 

.3616 
« 3636 
.3641 
.3649 
.3664 
.3681 
^3684 
.3689 
.3696 
i^3716 
.8721 
.3729 
.3744 
.3761 
«3764 
.3769 
.3776 
«3796 
.3801 
.3809 
.3824 
.3841 
5^3844 
.3849 
.3856 
^3876 
.3881 
.3889 
.3904 
.3921 
«3924 
,3929 
.3936 
«3956 
.3961 
.3969 
.3984 
.4001 
5^4004 
.4009 
.4016 
.4025 
^4036 



.4041 


.4624 


.4049 


.4641 


.4064 


5^4644 


.4081 


.4649 


«4084 


.4656 


.4089 


5^4676 


.4096 


.4681 


y4100 


.4689 


«4116 


.4704 


.4121 


. 4721 


.4129 


« 4724 


.4144 


.4729 


.4161 


.4736 


^4164 


«4756 


.4169 


.4761 


.4176 


.4769 


^4196 


.4784 


.4201 


.4801 


.4209 


5^4804 


.4224 


.4809 


.4225 


.4816 


.4241 


y4836 


«4244 


.4841 


. 4249 


.4849 


.4256 


.4864 


«4276 


.4881 


.4281 


«4884 


.4289 


. 4889 


.4304 


.4896 


.4821 


i?4900 


5^4324 


«4916 


.4329 


.4921 


.4336 


.4929 


y43ö6 


.4944 


.4361 


.4961 


.4369 


i^4964 


.4384 


.4969 


.4400 


.4976 


.4401 


y4996 


«4404 


.5001 


.4409 


.5009 


.4416 


.5024 


«4436 


.5025 


.4441 


.5041 


.4449 


«5044 


.4464 


.5049 


.4481 


.5056 


.4484 


« 5076 


.4489 


.5081 


.4496 


. 5089 


^4516 


.5104 


.4521 


.5121 


.4529 


^5124 


.4544 


. 5129 


.4561 


.5136 


«4564 


5^5156 


.4569 


.5161 


.4576 


. 5169 


«4596 


.5184 


.4601 


. 5201 


.4609 


«5204 
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. 5209 . 5729 . 6256 . 6809 . 7344 . 7889 . 8409 g 8964 . 9504 

. 5216 . 5744 g 6276 . 6816 . 7361 . 7904 . 8416 . 8969 . 9521 

. 5225 . 5761 . 6281 u 6836 g 7364 . 7921 u 8436 . 8976 u 9524 

u 5236 g 5764 . 62b9 . 6841 . 7369 u 7924 . 8441 . 8996 . 9529 

. 5241 . 5769 . 6304 . 6849 . 7376 . 7929 . 8449 . 9001 . 9536 

. 5249 . 5776 . 6321 . 6864 g 7396 . 7936 . 8464 . 9009 u 9556 

. 5264 g 5796 u 6324 . 6881 . 7401 u 7956 . 8481 . 9024 . 9561 

. 5281 . 5801 . 6329 g 6884 . 7409 . 7961 . 8484 . 9025 . 9569 

g 5284 . 5809 . 6336 . 6889 . 7424 . 7969 . 8489 . 9041 . 9584 

. 5289 . 5824 u 6356 . 6896 . 7441 . 7984 . 84% u 9044 . 9600 

. 52% . 5841 . 6361 u 6900 u 7444 . 8001 g 8516 . 9049 . 9601 

g 5316 u 5844 . 6369 g 6916 . 7449 g 8004 . 8521 . 9056 g 9604 

. 5321 . 5849 . 6384 . 6921 . 7456 . 8009 . 8529 u 9076 . 9609 

. 5329 . 5856 . 6400 . 6929 u 7476 . 8016 . 8544 . 9081 . %16 

. 5344 tt 5876 • 6401 . 6944 . 7481 . 8025 . 85(il . 9089 g 9636 

.5361 .5881 ^6404 . 6%1 .7489 ^^8036 «8564 .9104 .9641 

«5364 .5889 .6409 «6964 .7504 .8041 .8569 .9121 .9649 

. 5369 . 5904 . 6416 . 6%9 . 7521 . 8049 . 8576 g 9124 . 9664 

. 5376 . 5921 g 6436 . 6976 g 7524 . 8064 « 85% . 9129 . 9681 

«53% ^5924 .6441 «6996 .7529 .8081 .8601 .9136 tt%84 

. 5401 . 5929 . 6449 . 7001 . 7536 « 8084 . 8609 g 9156 . 9689 

. 5409 . 5936 . 6464 . 7009 g 7556 . 8089 . 8624 . 9161 . %% 

. 5424 g 5956 . 6481 . 7024 . 7561 . 8096 . 8641 . 9169 u 9716 

. 5441 . 5%1 u 6484 . 7025 . 7569 g 8100 g 8644 . 9184 . 9721 

i^5444 . 5%9 . 6489 . 7041 . 7584 «8116 . 8649 . 9201 . 9729 

. 5449 . 5984 . 64% g 7044 . 7600 . 8121 . 8656 « 9204 . 9744 

. 5456 . 6001 « 6516 . 7049 . 7601 . 8129 g 8676 . 9209 . 9761 

g 5476 « 6004 . 6521 . 7056 « 7604 . 8144 . 8681 . 9216 g 9764 

. 5481 . 6009 . 6529 g 7076 . 7609 . 8161 . 8689 . 9225 . 9769 

. 5489 . 6016 . 6544 . 7081 . 7616 ^8164 . 8704 «9236 . 9776 

. 5504 . 6025 . 6561 . 7089 « 7636 . 8169 . 8721 . 9241 g 97% 

. 5521 u 6036 g 6564 . 7104 . 7641 . 8176 « 8724 . 9249 . 9801 

tt 5524 . 6041 . 6569 . 7121 . 7649 g 81% . 8729 . 9264 . 9809 

. 5529 . 6049 . 6576 « 7124 . 7664 . 8201 . 8736 . 9281 . 9824 

. 5536 . 6064 g 65% . 7129 . 7681 . 8209 « 8756 g 9284 . 9841 

« 5556 . 6081 . 6601 . 7136 g 7684 . 8224 . 8761 . 9289 u 9844 

. 5561 g 6084 . 6609 « 7156 . 7689 . 8225 . 8769 . 9296 . 9849 

. 5569 . 6089 . 6624 . 7161 . 76% . 8241 . 8784 g 9316 . 9856 

. 5584 . 60% . 6641 . 7169 g 7716 « 8244 . 8801 . 9321 « 9876 

.5600 «6100 «6644 7184- .7721 .8249 ^8804 .9329 .9881 

.5601 ^6116 .6649 .7201 .7729 .8256 .8809 .9344 .9889 

g 5604 . 6121 . 6656 g 7204 . 7744 u 8276 . 8816 . 9361 . 9904 

5609 . 6129 « 6676 . 7209 . 7761 . 8281 g 8836 « 9364 . 9921 

5616 . 6144 . 6681 . 7216 u 7764 . 8289 . 8841 . 9369 g 9924 

. 6161 . 6689 . 7225 . 7769 . 8304 . 8849 . 9376 . 9929 

« 6164 . 6704 g 7236 . 7776 . 8321 . 8864 u 9396 . 9936 

g 5686 . 6169 . 6721 . 7241 « 7796 g 8324 . 8881 . 9401 g 9956 

. 5641 . 6176 g 6724 . 7249 . 7801 . 8329 u 8884 . 9409 . 9%1 

. 5649 « 6196 . 6729 . 7264 . 7809 . 8336 . 8889 . 9424 . 9%9 

. 5664 . 6201 . 6736 . 7281 . 7824 g 8356 . 88% . 9441 . 9984 

.5681 .6209 ^6756 «7284 .7841 .8361 ^8900 ^9444 

« 5684 . 6224 . 6761 . 7289 g 7844 . 8369 « 8916 . 9449 

. 5689 . 6225 . 6769 . 7296 . 7849 . 8884 . 8921 . 9456 

. 56% . 6241 . 6784 « 7316 . 7856 . 8400 . 8929 g 9476 

«5716 g 6244 . 6801 . 7321 g 7876 . 8401 . 8944 . 9481 

. 5721 . 6249 « 6804 . 7329 . 7881 « 8404 . 8961 . 9489 

Man bemerkt leicht, dass hier die letzten drei Ziffern periodisch sind, 

und dass bei der Wiederholung die Bezeichnungen g und u abwechseln. 

Berlin, 1876. 
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sur les äquations diffärentielles Unfaires ä 
integrale alg^brique. 

(Par M. Camille Jordan ä Paris.) 



Introduotion. 

M» Fuchs s'est propos^ (ce Journal, T. 81) de d^terminer les divers 
types d'^qnations lin^aires du second ordre 

i 

dont rint^grale g^n^rale est alg^brique. 

A cet effet, aprfes avoir transform^ T^quatioii propos^e en une autre 

ne contenant plus la d^riv^e -^-, il dteblit, par des consid^rations fond^es 

sur la throne des covariants, qu'en d^signant par x^ y deux integrales 
particuli^res de F^quation transform^e, il existe uue fonction entiäre et ho- 
mogene (p{x^y\ d'un degr^ non sup^rieur k 12, qui soit racine d'une ^qnation 
binöme ayant pour second membre une fonction rationnelle de la variable. 

M. Klein a confirm^ et pr^cis^ ces r^sultats (Sitzungsberichte der 
physikalisch - medicinischen Societät zu Erlangen, 26 juin 1876) en s'ap- 
puyant sur la d^termination qu'il avait faite pr^c^demment (Mathematische 
Annalen, T. IX) des groupes d' ordre fini contenus dans le groupe lin^aire 
k deux variables. 

n est ais^ en effet de se rendre compte de ridentit^ de ces deux 
problämes : 

Soit 

une ^quation diff^rentielle Unfaire ayant pour coeflficients des fonctions 
monodromes de 2». 

Elle a un nombre infini de fonctions integrales, chacune d'elles ^tant 
determinee par les valeurs que prennent la fonction et ses m— 1 premiäres 
d^riv^es pour la valeur initiale de ä. Ces integrales sont toutes des fonctions 
lin^aires de tu d'entre elles, tii , t^ , . . . , u„,. 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 3. 12 
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Supposous que la variable & d^crive an contour ferm6 arbitraire. 
Lorsqu'elle reviendra au point de d^part, les fonctions ii, , 1*2 7 ... ponrront 
redevenir les mSmes, ou plus gön^ralement, aoront ^t^ transfonn^es en 

«i«i+Aw2H — j «2tti+/^2W2+*-7 «I, ßij ... «2? ßi^ ... ^tant des constantes 
dont le döterminant est ^0. 

L'ensemble des substitutions 

correspondantes aux divers contonrs ferm^s que Ton peut tracer dans le 
plan, formera le groupe de T^quation difförentielle propos6e. 

Si les diverses integrales tii , t«, , ... satisfont k des ^quations alg^- 
briques ayant pour coefficients des fonctions monodromes de ä, une inte- 
grale quelconque 



■«. * 



s C1U1 + C2U2 + '" 

n'aura qu'nn nombre fini de valeurs distinetes; et par suite le groupe de 
r^quation ne contiendra qu'un nombre fini de substitutions. 

n y a done identit^ entre les deux questions suivantes: 

1**. Enum^rer les divers types d'^quations diff^rentielles Unfaires 
d' ordre m dont toutes les integrales soient alg^briques. 

2". Construire les divers groupes d'ordre fini que contient le groupe 
lin^aire k m variables. 

Dans le Chapitre I du präsent Memoire nous r^solvons ce second 
Probleme, pour les ^quations du second ordre, par une methode nouvelle 
et directe. Nous trouvons, d'accord avec M. Klein% qu'en dehors des groupes 
exclusivement compos^s de substitutions de la forme 

X, y ax, by\ 
ou de substitutions de cette forme, combin^es avec une Substitution 

ja:, y cy, dx\ 
il n'existe que trois types de groupes d'ordre fini. 

Le premier est A6nvi de substitutions des formes suivantes 



a = 


X, 


y 


ax, ay \ , 




A = X, 


y 


ix, -iy , 




B = X, 


y 


y, -a? , 




C = 


X, 


y 


m 2 (aj-y), 


«» 2 ^*+y^ 



') Voir aussi un r^cent memoire de M. Gordan (Mathematische Aunalen, T. XII). 
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oü t = V—l, a et m 6tant des racines de runit^. 

Le second s'obtient en adjoignant an pr^c^dent une Substitution 

D = \x, y njx, nj'^y\ 

oü / = 1, n 6tant racine de Tunit^. 

Le troisi^me type r^sulte de Tadjonction de substitutions de Tesp^ce 
a aux suivantes: 

\x, y ex, 0-^y\, 

1^^ y ^^+f^y, f^x-iyi 



oü Ton a 



ö" = l. ^ = -ziA=^, //Hi' + l = 0. 



Dans le Chapitre 11, nons ^tendons cette m^thode au cas d'un nombre 
quelconque p de variables, et nous arrivons ä ce th^oräme fondamental: 

Tout groupe G d'ordre fini, contenu dans le groupe tineaire ä p «a- - 
riables, contiendra un groupe F de substituüons de la forme 

\^9 y^ ^9 • • • ^^9 ^y» ^^9 * * ' I 

auquel toutes ses substitutions seront permutables; et G aura pour ordre kf, 
f etant F ordre de F, et l un entier inferieur ä une limite fixe, laquelle ne 
d^end que de p. 

Cette proposition, qni ne diflföre que par T^nonc^ de celle trouv^e 
par M. Fuchs pour le cas oü p = 2, peut encore se fonnuler comme il suit : 

Th^oräme I. Si une equation differenHeüe tineaire 

-^ + ^-5^pr- + - + ^P« = 

r 

a toutes ses integrales algebriques, ces integrales s^exprimeront lineairement 
par les racines (fequations binömes, dont les seconds membres sonl des fonctions 
manodromes de t et des racines (fune equation auxiliaire X = 0. 

Le degrd de cette iquation auxiliaire sera inferieur ä une limite ßxe. 

Dans le Chapitre III , nous traitons le cas oü j» = 3. Les types 
correspondants sont les suivants: 

1". Groupes dont les substitutions sont de la forme 

\x, y, & ctx+ßy, a'x + ß*y, yss\ 

les coefficients y 6tant des racines de Tunitö, et les coefficients a, ß, «', ß' 

12* 
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etant tels qne les sobstimtiond k deux variables 

fonnem im gronpe F d ordre finL 

On obtieiidra ainsi cinq sortes de gronpes diffi^reDts, Buivant le type 
aaqnel ap|>anieiit le groape F. 

2'. Gronpe« derives de sabstitntions de la forme 

X, f, » Off, fty^ esl 
et de la «nbsdnitioD 

S = X, f , s a f , 6 '», ex 

oü les coefficient» a, 6« r« a'« 6', e' wüX des racines de l'anit^). 

3^. Gronpes obteons par radjonction an groupe pr^cMent d'une 
noavelle snbstimtioD de la forme 

'• Jf* * «"f, ft"«, ^"»1 
oü •*. &*, c* sont de* racines de runitO* 

En dekors de ee$ groopes. dont lexistence ^tait evidente, il n'existe 
que quatr^ ^yp^ ^^™^ defin»: 

4"^. I^P^ derive de la eombinaison des snbstitations 

M =^ X. jr« 5 Mx^ mfi, mal, 

•4 = X. jr, 3 rx, r-*f, 5 , 

ß = x^ jr, 5 jf, X, —«I, 

X «X — vl-fa^f — 2a^» 

r ^ jr - X-m'x ^ag +2o'« 

* X -y-^i + 2o^*' 

\fcil • wt uwe r^oiiie oinqui^me de lunite. a an coefficient d^fini par r^qnation 

«vt-^^ ^«2^ = 1 
Ol m uwo r^oiwe de Vuuite* 

8i «• U lo irtxmiH^ ^ra d'onire 60 et ooYncidera avec le groupe 
t\M wo i^ar U>* *nWlwutuu» qui su|M^r|Kfcwnt i^ lui-meme TicosaÄdre regulier. 
,v; *l\pe dorivo do^s^ ^wb^tmious 

m X» jr* * «wr, m/y mal, 

I - X. y, » X, 09, e'^l 

K = X. jr, » f* «, ^1, 
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r'E = 



oü Ton a 



X r^a{x+y + 6ss) 
y r^a{x+0y + z) 
s r'aix + O'y + e'z) 



0^ = 1, f = e, a' = 



i 



3(1 -ö') ' 

m^^ = 1, f^ = m^ {q quelconque, /^ = 0, 1 ou 2). 

Si r et p se r^duisent ä Tunit^, ce groupe contiendra 27.24 sub- 
8titations, toutes de d^teiminant 1. 

6". Type d^riv^ des substitutions m, A, B, sDE^ oü s* = 1, m, m' 
ou f»^, le reste d^fini comme au type pr^c^dent. 

7". Type d^riv^ des substitutions m, A, B, sDE, tED, oü ^ = «' 
ou fiw^, le reste d^fini comme au type pr^c^dent 

Ces r^sultats, appliqu^s aux ^quations diff^rentielles donnent le th^o- 
r^me suivant: 

Th^oräme IL Si requaüon liniaire du 3* ordre 

■di^+^^~5r + ^^-* +^^^ = 

a 868 %nt6grale8 alg6br%que8^ Tequation auxiliaire X=^0 du theoräme I aura 
ponr degre 1, 2, 3, 4, 5 ou 9. Dan8 ce demier ca8y ce 8era une iquation 
He88ienne. 

* Chapitre I. Equations du second ordre. 
1. Soit 

S = |ti,, Ui ««i+/3«M yui+duil 

une Substitution lin^aire k deux variables. Elle multipliera la fonction 
lin^aire mux+nu> par un facteur constant s, si Ton a identiquement 

m{aui+ßu2) + n()^Ui + ^u,) = «(mtii+wwj) 
d'oü 

am + yn = sm, ßm-rdn = 8n. 

Ces deux Equations de condition se r^duiront k une seule, de laquelle on 
pourra dMuire le rapport — , si le determinant caracter%8tique 



^ = 



se r^uit k z^ro. 



a — 8 y 

ß d^8 
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L'^quation J = itamt du second degr^, aura en g^n^ral deux racines 
distinctes a et 6. H existera donc deux -fonctions linöaires x^ y des variableB 
primitives (fonctions d^finies chacune ä un facteur coustant präs) que S 
multiplie respectivement par a et b. En les prenant pour variables, S sera 
r^duite k la forme canonique 

Xy y aXy by ^ oü a^b. 

Nous dirons dans ce cas que S est une sabstitation de premiäre espece. 

Si les deux racines de T^quation en S se confondent en une seule, 
a, soient x une fonction lin^aire que S multiplie par a, y une autre fonetion 
lin^aire. Prenant x et y pour variables, S sera r^duite ä la forme 

\x, y axy cx-\-dy\. 

Son ^quation caract^ristique deviendra 

(a-«)(rf-«) = 
et comme eile a la racine double a, on aura n^cessairement d^a. Posant 
pour abr^ger c^al, S prendra la forme 

\x, y . ax, a{y+lx)\. 

Nous dirons que S est de seconde espece si i = ; de troisieme espece, si i ^ 0. 

2. Soit maintenant G un groupe form^ d'un nombre limit^ de sub- 
stitutions lin^aires. II ne peut contenir aucune Substitution 5 de troisieme 
espfece. Car il contiendrait ses puissances, qui ont pour formule g^nörale 

S"' z= \x, y a'^'x, ar'{y+mlx)\ 
et sont ^videmment en nombre illimit^. Quant aux substitutions de premi^re 
espece, leurs puissances ont pour formule 

S"" = |x, y ä^x, h^y 
et seront en nombre limit^, lorsque a et 6 seront des racines de l'unite. 
De m^me pour les substitutions de seconde espece. 

3. Nous d^signerons pour abr^ger par a la Substitution de seconde 
espece \x, y ax, ay\. Cette Substitution, multipliant ^videmment par a 
tonte fonction lin^aire de a?, y, conservera sa forme pour tont changement 
lindaire de variables; et (ce qui est au fond la m6me chose) eile est 
^changeable ä une Substitution lineaire quelconque *). 



*) D^finitioru: On appelle tr ans formte de S par T la Substitution T'^ST. 

Si T-^ST^S, d*oü ST=iTS, les substitutions S et T sont dites ichangeables. 
Las transform^es par T des diverses substitutions d'un groupe G forment un 
groupe G, Iramform^ de G par T. 

Si 6r' = G, on dit que le groupe G et la Substitution T sont permutables. 
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4. Soit maintenant 

S = \x, y ax, by\ 

une substitation de premi^re esp^ce; et cherchons k quelles conditions sa 
transform^e par une Substitution lin^aire (de d^terminant ^0), teile que 

T =^ \x, y ctx+ßy, yx + dy] 
aura elle-mßme ia forme canonique. 
Soit 

U = \x^ y cxy dy\ 

cette transform^e. On a U=r-^ST, d'oü ST=TU. Mais on a 

ST = \xy y aax+ßby^ yax-{-^by\ 

TU = \x, y c{ax + ßy\ d{^x+öy)\ 

d'oü les ^quations de condition 

aa=^ac, ßb = ßc^ ya^yd^ db = dd. 

D'ailleurs ad—ßy^O^ et a^b. Ces ^quations ne pourront done 6tre 
satisfaites qu'en posant ou bien 

(1.) yj = y = o, c = a, b^d 



d'oü 



ou bien 



(2.) U^S, T=\x, y ax, dyL 



(3.) a = d = 0, c = b, d^a 
d'oü 

(4.) f7=|j?, y bx, ay\, T=\x, y ßy, yx\. 

Les relations que noüs venons de trouver nous permettent d'^noncer 
la proposition suivante. 

Th^or^me. Pour quune Substitution T soit echangeable ä une Sub- 
stitution S de premiäre espäce^ il faut et il suffit quen choisissant les variables 
independantes x, y de moniere ä reduire S ä sa forme canonique^ T prenne 
egalement la forme canonique. 

On en dMuit cette cons^quence Evidente: 

Les diverses subsHtutions T, T\ ... echangeables ä une Substitution S 
de premiäre espdce sont echangeables entre elles. 

ö. Nous Bommeß actuellement en mesure de signaler deux types 
de groupes d'ordre fini*). 



*) On nomme ordre d'un groupe le nombre de ses substitutions. 
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Premier type. On Fobtiendrä en combinant ensemble des aubati- 
tutions cauoniques 

(5.) S = |a:, y ax, 6y|, S' = \x, y a'x, b'y\^ • . • 
en nombre fini quelconque, oü les coefficienta a^ b, a\ b\ ... soient des 
racinea de Tunit^. 

Tout groupe G forme (Tun nombre fini de substitutions echangeables 
enlre elles appartiendra ä ce type. En effet, ai parmi lea aubatitutions dont 
il eat d^riv^ il en eat une S de premi^re eap^ce, ramenona-la ä aa forme 
canonique S=^\x, y ax, by\. Lea autrea aubatitntiona S', ... du groupe, 
^tant ^changeablea ä celle-lä, prendront ^galement la forme canonique. Si 
au contraire toutea lea aubatitntiona de G aont de aeconde eap^ce, ellea au- 
ront la forme canonique, quel que aoit le choix dea variablea. 

6. Deuxi^me type. Pour le former, adjoignona au groupe G 
d^riv^ dea aubatitntiona (5.) une aubatitution de la forme 

(6.) r = ja:, y y, kx\ 
oü k aoit une racine de l'unit^. Le groupe obtenu par cette adjonction 
contiendra lea aubatitntiona (5.), leura tranaform^ea 

X, y bx, ay|, \x, y b'x, a'y|, . . . 

par la aubatitution T, et la aubatitution 

V = \x, y kx, ky\. 

Cea aubatitntiona combin^ea enaemble, donneront un groupe G appar- 
tenant au premier type et d'ordre fini. La aubatitution T ^tant ^videmment 
permutable ä ce groupe 6', lequel contient d'ailleurs T^ il eat clair que son 
adjonction au groupe G* doublera le nombre de aea aubatitntiona. 

7. Tout groupe H d* ordre fini, dont les substitutions sont permutables 
ä ceUes d'un groupe G' du premier type, lequel contient une Substitution S de 
premiire espäce, appartiendra au premier ou au second type, 

Choiaiaaona en effet lea variablea o;, j^ de mani^re ä ramener les 
aubatitutions de G' ä la forme canonique. Tonte aubatitution de U, trana- 
formant S en une autre aubatitution canonique, aera de l'une dea deux formes 

X, y ax, dy\, \x, y (iy, yx\. 

Si toutea lea subatitutiona de H sont de la premifere forme, H appartiendra au 
premier type. Si au contraire H contient dea aubatitntiona de la aeconde forme, 
elleS r^aulteront ^videmment de la combinaiaon d'une seule d'entre ellea 
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avec les substitations de la premi^re forme que H contient. Celles-ci forment 
un groupe du premier type et ne changent pas de forme si Ton prend pour 
variable (iy ^^y' ä la place de y; changement qai donne ä T la forme 

1^5 y' y\ *^| 

en poBant pour abr^ger ßy = k. 

8. Cherchons ä d^terminer les groupes d'ordre fini qui peuvent 
exister en dehors des types ci-dessus. 

Soient G un semblable groupe; £1 son ordre; g le groupe form^ 
par Celles des substitutions de G qui sont de seconde esp&ce; oi son ordre. 

Consid^rons une Substitution S, arbitrairement choisie parmi les sub- 
stitutions de premi^re esp^ce que G contient Celles des substitutions de 
G qui sont ^changeables ä S forment un faisceau F^ contenant ^videmment 
toutes les substitutions de g; Vordre de ce faisceau sara donc un multiple 
de CO, tel que /xw. D'ailleurs u sera >!, puisque F contient la Substitu- 
tion Sj qui n'appartient pas ä ^. 

Si nous prenons successivement pour point de d^part les diverses 
substitutions S, S\ . . . de premi^re esp^ce que G contient, nous obtiendrons 
une suite de falsceaux F, F\ ... dont chacun contiendra toutes les substitu- 
tions de g. ^ 

Au contraire, une Substitution S de premi^re esp^ce ne peut ßtre con- 
tenue dans deux faisceaux differents de la suite F, F\ ... Supposons en 
effet que S soit contenue dans le faisceau F\ Les substitutions de ce 
faisceau, ^tant ^changeables ä S', seront ^changeables entre elles (N^. 4.) 
EUes sont donc ^changeables ä S, et par suite appartiendront au faisceau' 
F. Donc F est contenu tout entier dans F. R^ciproquement, F contenant 
F', contiendra en particulier la Substitution S' et par suite sera contenu 
dans F'. Donc les faisceaux F et F' seront identiques. 

9. Cela pos^, admettons que la Substitution S ait ^t^ r^duite ä la 

forme canonique 

(7.) S = |ir, y ax, by\, . 

Le faisceau correspondant F sera form^ de celles des substitutions de G qui ont 
^galement la forme canonique. Soit E le groupe form^ par celles des substi- 
tutions de G qui sont permutables ä F; ses substitutions, devänt transformer 
S en une Substitution canonique, seront d'apr&s le N<>. 4. de Tune des formes 



(8.) X, y 


ax, dy 


(9.) X, y 


ßy, yx 
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Celles de ces substitationa qni sont de la forme (8.) ne seront autres 
qne les uw substitations de F. . 

S'il y a des snbstitntions de la forme (9.), ü y en aora ^videmment 
lii(o, qni s'obtiendront en multipliant l'une qaelconque d'entre elles parles /ito 
substitations de F. 

L'ordre de E sera donc k/iü}, h ^tant ^gal ä 2 oü ä 1, snivant qne 
G contiendra ou non une Substitution de la forme (9.). Par suite, le nombre 
des faisceaux distinets F, Fi , ... transform^s de F par les £1 substitutions 

de 6, sera -. • Chaeun d'eux contient d'ailleurs les w substitations de 

99 et 0^—1) Ol substitutions de premifere esp^ce. Le nombre total des sub- 
stitutions de premi^re esp^ce contenues dans les faisceaux F, Fi , ... sera 

donc ^gal ä -r — (/a— l)ai = i2-^^p— • 

8i la suite F, F' ... contient un faisceau F\ autre que F et ses 
transform^s; soit /i'ai son ordre, on verrä de mSme que F' et ses transform^s 

contiendront 12 » \^ ^ substitutions de premi^re espfece, &' ^tant 6gal ä 1 

OU k 2. 

Continuant ainsi jusqu'ä ce qu'on ait ^puis^ le nombre des faisceaux 
/ F, F\ ... on voit que le groupe contient en tout 

. substitutions de premi&re esp^ce. II en contient d'ailleurs oi de seconde 
esp^ce. On aura donc T^galit^ 



d'oü 



^!^+4^+-i+«' = ^ 



(10.) JQ = *" 



^_ At-1 ^'-^ 



10. n s'agit de discuter cette formule.'^A |cet effet nous remar- 
querons que S2 ^tant fini et positif, son d^nominateur doit 6tre positif. D'autre 
part, G contenant le groupe E, d'ordre k/iw, on doit avoir ß^&^ai. On 
doit mßme exclure Thypoth^se i2 = &/u ai ; car^si cela avait lieu, G se con- 
fondant avec E, appartiendrait au premier oujan second type (N®. 7.). 

Cela pos6 , chaeun des termes -nr— - ? "^Ft" ? • • • ^t*^* *^ moins 
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^gal ä i (puisque * ^ 2 , • /i ^ 2), il faudra , pour que le d^nominateur de 
. £2 soit positif, que lenr nombre ne aurpasse pas 3. D'oü trois cas ä discnter. 

11. Premier cas: II n'existe qu'on terme ^J" « On aura 

1—-^—— 1— — H — — — - 

kfi k kfi kfi 

ce qui est impossible (No. 10). 

12, Deuxi^me cas. II existe deux termes —, et ,, , > 

kfA ' Vfi' 

Si k = k' = 1^ chacun de ces deux termes ^tant au moins ^gal k |, 
le d^nominateur de Q ne pourra 6tre positif, cons^quence absurde. 
Si & = &' = 2, on aura 

ß = ^ ^ ^ — <2^cü, 

cons^uence absurde. 

Soit enfin & = 2, *' = 1. On aura 

ta 



n = 






Si ju'>>3 le d^nommatenr de ii ne pourra £tre positif. 
Si ;u' = 2, on anra 

i2 = — 5 — = 2jUai 

et G appartiendra au second type. 
Enfin, si fi' = 3, il viendra 



12 = 



Ol 6^61 



1 3—1« 

-1+ ^ 



2|u 

Pour que son d^nominateur soit positif, il faudra poser /i = 2, d'oü 

n = i2cü. 

13. Troisi^me cas. II existe trois termes -^^p— , ^ , , ^^ ^^ » 

Si Tun des nombres ft^ k', k^' 6tsAt ^gal ä 1, le terme correspondant 
^tant ^i et les autres ^ i , le d^nominateor de Si ne pourrait 6tre positif. 

13» 
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Soit donc ä = &' = k" = 2. On aura 

^ == — i — r~^ 1 — 



Pour qne le d^nominateur soit positif, il faudra que Tun au moihs des termes 

1 1 1 , 

"2^' V"' ~2ii»' »^T>^»s^ ^• 

l 
Soit donc ^ „ >i) d'oü ,a"<::3. On en d^duira 



iu" = 2, 12 = 



0) 



i . i 



-i + -öTr + 



2^ ' 2|ii' 



L'un au moins des termes -^^i ~2~~^' devra surpasser ^. Soit donc -s-y- > ^ . 

On en d^duira ^'<4. 

Si /a' = 2, il viendra 

i2 = — ^ — = 2,ac« 

et i2 appartiendra au deuxi^me type. II en sera de meme si ,a = 2. 
Soit enfin fi' = 3, avec .a > 2. II viendra 

Ol 12ttCi; 



i2 = 






Od poarra supposer 



« = 3, d'oü n=12io, 
,a = 4, d'oü i2 = 240», 
,« = 5, d'oü n = 60m. 

Noas obtenons donc le th^or^me saivant: 

Th^or^me. Tout groupe G, dC ordre fini, et n'appartenant pas aux 
deux types dijä etudies, a pour ordre rw^ r designant Fun des trois nombres 
12, 24, 60. 

14. Le Probleme ^tant ainsi nettement circonscrit, proc^dons ä la 
construction de ces groupes. 

Consid^rons dans ce but la fonction lin^aire ä = ^^ . ^^ , oü m. i>, 

px + qy ' ^ ^ 

Py q sont des constantes arbitraires. Les co substitutions de g^ multipliant 
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x et y par nn mSme facteur, n'alt^reront pas cette fonction. Le nombre 
des transform^es distinctes ^^^i, ... de la fonction par les rw aubstitutioiis 
de G sera donc ^gal ä r. 

Chaque substitation de G permutera les unes dans les autres les r 
fonctions ä, äi, ... Les divers d^placements de ces fonetions op^r^s par 
les substitutions de G formeront ^demment un groupe r d'ordre r, isomorphe 
ä G (c'est-ä-dire tel qu'ä cbaque Substitution de G corresponde une seule 
Substitution de F et qu'au produit de deux substitutions de G corresponde 
le produit de leurs correspondantes). R^ciproquement, ä chaque Substitution 
de r correspondront dans G (o substitutions, qui s'obtiendront en multipliant 
l'une d'elles par les substitutions de g. 

15. // ne peut exister ancun groupe d^ordre premier, contenu dans F 
et permutable ä ses substitutions. Soit en effet 4> un semblable groupe; il 
serait form^ des puissances d'une seule Substitution circulaire 2. Soit S 
l'une des substitutions de G qui correspondent ä 2. Le groupe F, form^ 
par Gelles des substitutions de G qui correspondent ä celles de 4», r^sultant 
de la combinaison des puissances de S avec les substitutions de g^ ses substi- 
tutions seront ^changeables entre elles. D'ailleurs les substitutions de /' 
^tant permutables ä *, celles de G le seront ^videmment ä F. Donc G 
appartiendra au premier ou au second type (N^. 7.), contrairement k notre 
supposition. 

16. Ces pr^liminaires pos^s, trois cas seront ä discuter, suivant la 
valeur de r. 

Premier cas. Soit d'abord r=12. D'apr^s un th^or^me de 
M. Sylou) (Mathematische Annalen, T. V), r ^tant divisible par 3 sans Tfitre 
par 3^, le groupe /' contiendra des groupes J^ d\ ... d'ordre 3, en nombre 
3a+l, a ^tant un entier; ces groupes sont les transform^s d'un seul d'entre 
eux J par les substitutions de F; et si 3^ est l'ordre du groupe form^ par 
Celles de ces substitutions qui sont permutables ä J, on aura 

(110 12 = 3/3(3a+l). 

Cette ^galit^ ne peut avoir lieu que si /3 = 1 et a = 1. II y aura donc 
quatre groupes d'ordre 3, que les substitutions de F permuteront ensemble. 
Les d^placements de ces groupes formeront un groupe transitif G* entre 4 
quantit^s, lequel sera ^videmment isomorphe ä F^ et par suite ä G. 

Soit / le nombre des substitutions de F qui correspondent ä chaque 
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12 

sobstitution de G'; Tordre de G' sera ^videmment -j-' D'aiUeurs ff 6tant 

transitif entre 4 quantit^s, son ordre est un multiple de 4. Done / = 3 ou 1. 
Si / ^tait ^gal ä 3, les sitbstitations de ff ^tant pennntables au 
groupe form^ par la Substitution 1, celles de F le seraient au groupe d'ordrß 
3 form^ par ses correspondantes, ce qui est impossible (N^. lö.)- On aura 
donc / = 1 ; done ff sera d'ordre 12 et par suite ne sera autre que le groupe 
alternd entre 4 lettres. 

17. Soient a, ß, y, cJ ces quatre lettres. Le groupe ff s'obtiendra 
en combinant au groupe G[ d^riv^ des substitutions binaires 

A = {aß)(yd\ 
ff = {ßY){ad) 

la Substitution temaire 

C = iaßr) 

laquelle transforme A\ ff en ff^ Äff. 

Soient A, B, C des substitutions arbitrairement choisies parmi celles 
de G qui correspondent respectivement ä A', ff^ C La Substitution 

• {Äff)-\Cr'\ÄB\C 

laquelle se r^uit ä Ä^ aura pour correspondante 

{AB)-'.C-\AB.C = A 

dont le d^terminant, ^tant le produit des d^terminants de ses composantes 
(qui sont r^ciproques les unes des autres), se r^duit ä l'unit^. 
De mSme, ä la Substitution 

a-'ÄC = ff 

correspondra la Substitution • 

C'AC = B 

de d^terminant 1. D'oü ce r^sultat: 

Le groupe G contient des substitutions A et B de ditermmant 1 et 
respectieement correspondantes ä A' et B\ 

18. Construisons ces substitutions. 

Supposons les variables choisies de mani^re ä ramener il ä sa forme 

canonique 

\xy y ax, by[ 

On aura ab = 1. 
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D'antre part, A' ne se r^duisant pas ä runit^, mais son carr^ s'y 
r^düisant, A^ multipliera x et y par nn in6me fkcteur sans que A jonisse 
de cette propri^t^. On aura donc 

d'oü 

a* = a^ 6^ = 1, a = — 6 = 1. 

(12.) A == \x, y ix, — «y|. 

19. Fassons ä la Substitution £. Puisque V est ^changeable ä ^'^ 
£ transformera ^ en m^^ m d^signant une Substitution qui mnltiplie xety 
par un mSme facteur m. Mais A ayant Tunit^ pour d^terminant, le d^ter- 
minant de la transform^e, qui est rn^j doit aussi se r^uire ä Tunit^. Donc 
m = ± 1. 

Si m ^tait ^gal ä l'unit^, B serait de la forme 

X, y ax, by\ 
(N®. 4.) et ß' ^tant d'ordre 2, on trouverait comme tout ä Theure 

et par äbite 

B = + A 

Les deux substitutions ^ et JS ne diff^rant que par un facteur constant + 1, 
leurs correspondantes -^' et JB' devraienit 6tre identiques, ce qui n'est pas. 
On aura donc m = —1, et B sera de la forme (N^. 4.) 

X, y ay, bx\^ 

On peut d'ailleurs supposer o = 1 , car rien n'empßche de prendre pour 
variable ay au lieu de y. Cela pos^, pour que B ait Tunit^ pour d^ter- 
minant, il faudra qu'on ait 6 = — 1, et par suite 

(13.) B = \x, y y, --x\. 

20. Soit maintenant C une des substitutions de G correspondantes 
ä C Des ^galit^s 

e-'A'c = B', a-' E c = Ä ff 

on d^uira 

C-^MC = mB, C-^'BC = nAB, 

«I et n ^tant des substitutions qui multiplient a: et j^ par un m£me facteur 
constant m ou n. Ces facteurs doivent 6tre ^gaux ä +1 pour que les 
transform^es aient encore pour d^terminant Tunit^. 
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Soit donc m = (-1/, n = (-1)". On aura C = A'B^C, C 6tant une 
nouvelle Substitution appartenant ^galement ä G, et transformant A et B 
en B et AB. 



Soit 



C = 



X i'X+fiy 
y yx + gy 



On aura 



^h\& qn a 



(14.) AC=CB, BC = CAB. 



AC = ja:, y 
CB = \x, y 



BC = |x, j( 
C^JB = Ix, y 



ly-fix, vy-'Qx\, 
-i{vx-\-Qy\ -%{lx+fiy)\. 



Les identit^s (14.) donneront donc 



fi = yi, i = -«pi, 



= li. 



V = —(1% 



d'oü 



fi=i-~l^ y=zli^ Q=zli 



1-t 



et par suite, en posant k^m—^ 



(15.) C = 



y 



m 



m 



2 

1+» 



i^+y) 



Substitution qui aura m' pour d^terminant 

Le groupe cberch^ G sera d^riv^ des substitutions A, B, C, jointes 
ä des substitutions de seconde esp^ce, m', tn", . . . 

21. n est ais^ de voir que Vordre du groupe ainsi construit est 
bien 12 co. En effet, chacune de ses substitutions transforme circulairement 
les unes dans les autres les trois substitutions A, B, AB, ou les transforme 
chacune en elle-mfime (au facteur pr^s ± 1). Son ordre est donc ^al ä 
3i2', i2' ^tant Vordre du groupe form^ par Celles, de ses substitutions qui 
transforment A, B, AB en elles-m^mes (au facteur pr^s +1). Celles -ci 
sont ^videmment de la forme A"B^T, a et ß 6tant ^gaux k ou ä 1, et 
T ^tant Vune des substitutions ^changeables ä la fois k A et k B. On 
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aura donc *Q' = 4i2", £2" ^ant le nombre des substitutions T. Celles -ci 
6tant ^changeables ä A, seront de la forme 

\x, y ax, by\ 

et Ton v^rifie imm^diatement que pour qu'elles soient ^changeables ä B, 
il faudra qu'on ait a = b. Les T se r^duisent doue aox co substitations de 
seconde esp^ce que G contient. 

On remarquera que pour que G ne contienne qu'un nombre limit^ 
de substitutions, il est n^cessaire que m soit une racine de Tunit^. 

22. Deuxi^me cas. Soit r = 24. Le groupe F contiendra 3a+l 
groupes d'ordre 3 (Th^or^me de Sylow\ et T^quation 

24 = 3/9(3«+ 1) 

montre que Von aura /? = 2, a = 1. II existera un groupe & entre 4 lettres 
et isomorphe ä F (Voir le N<>. 16 pour les d^tails). 

24 

Son ordre sera — r-, et comme il est un multiple de 4, / sera un 

diviseur de 6. II ne pourra etre un nombre premier 2 ou 3 (Voir le N<>. 16). 
D'autre part, s'il ^tait dgal k 6, J* contiendrait un groupe 7^ d' ordre 6 et 
permutable k toutes ses substitutions. Ce groupe 7^ contient d'ailleurs un 
groupe F2 d'ordre 3, lequel est unique (Th^or^me de Sylow). Les substi- 
tutions de F dtaiÄ^gf mutables k T^, le seraient k Jj, ce qui est impos- 
sible (NO. 15). 

On aura donc /=1, et le groupe (?', d'ordre 24, contiendra toutes 
lepHpbstitutions possibles entre 4 lettres a, /?, y, d, entre autres les sub- 
sntutions 

Celles de8*"substitutions de G qui correspondent k ces substitutions, 
formeront un groupe, d^riv6 des substitutions A, B, C jointes k des substi- 
tutions de seconde esp^ce (N^». 18 k 20). 

23. On obtient le groupe G' en combinant aux substitutions pr6c6- 
dentes A\ B', C la Substitution 

laquelle transforme Ä et B' en Ä et A'B". 

Soit 35 une des substitutions qui lui correspondent dans G. Elle 
transformera A, B en ±A, ±AB, et par suite sera de la forme A^B^D, 
D ^tant une nouvelle Substitution ^changeable kA et qui transforme B en AB. 
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Pour que D soit ^changeable k ^^ il faut qu'elle soit de la forme 

\x, g ax, by\. 
On doit avoir en outre 

BD = DAB. 

Mais on a 

BD = \x, y ay, -6a?|, 
DAB =^ \xy y -^biy, — ata?]. 

On devra donc avoir b=^ai, et si nous posons a = nj, j ^tant urie racine 
huiti^me de Tunit^, il viendra 

(16.) D = \x, y njx, nj''y\. 

24. On v^rifiera, comme au N^. 21, que le groupe G A6ny6 des 
substitutions A, B, C^ D, jointes k des substitutions de seconde esp^ce 
m!y m", . . . a bien pour ordre 24 cd. 

25. On peut d'ailleurs sans inconv^nient süpposer m = 1 dans l'ex- 
pression (15.) de la Substitution C. En effet, cette Substitution, dont la 
troisi^me puissance se r^duit ä la seconde esp^ce, correspondra dans G' k 
Tune des quatre substitutions circulaires temaires C, A'^^CA', B'^^CB', 
{ÄBy^CÄB qui transforment Ä et ß' en B! et Äff. Supposons pour 
fixer les id^es qu'elle corresponde k C. Le groupe & contient la Substitution 

S' = {aß). 

Soit S l'une de ses correspondantes. A la Substitution 

C''S'-'CS' = a 

correspondra la Substitution de d^tenninant 1, C""S~*CS = Ci. Mais C est 
une autre correspondante. Donc C^ ne diff&era de C que par la valeur 
du facteur constant m, lequel devra s'y r^duire ä +1. D'ailleurs G con- 
tenant la Substitution ^^ = — 1, contiendra k la fois la Substitution Ci et la 
Substitution — Ci. II est donc permis de süpposer m = +l. 

26. Troisi^me cas. Soit r = 60. On verra comme dans les 
deux cas pr^c^dents 1". que F contient 5a+l groupes d'ordre 5; 2**. que 
a = 1 (en vertu de T^quation 60 = 5/?(5a + l)); 3". que F est isomorphe 
k un groupe entre 6 lettres et d'ordre 60. 

Mais on sait qu'il n'existe qu'un groupe d'ordre 60 entre 6 lettres, 
lequel est isomorphe au groupe alternd entre 5 lettres. Donc G sera iso- 
morphe k un groupe alternd G' entre 5 lettres. 
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Soient S' et 7' denx snbstitations de ff, non ^changeablea entre 
elles ; S et 7 des snbstitations correspondantes arbitrairement choisies dans 
G. La snbstitntion 

s'-'T'-'s'r = u' 

anra parmi ses correspondantes la snbstitntion S~* T"^ ST=U de d^ter- 
minant 1. 

Soient maintenant F, W, . . . les diverses snbstitntions de ff; VyW,... 
des snbstitntions ar})itrairement cboisies parmi lenrs correspondantes. Les 
snbstitntions 

(17.) u\ r-'irr, w-'u^w, . . . 

transform^es de U', anront parmi lenrs correspondantes les snbstitntions 

U, V-'UV, W'UW, . . . 

de d^terminant 1. On sait d'aillenrs qne tonte snbstitntion de ff r^snlte de 
la combinaison des snbstitntions (17.). Donc chaqne snbstitntion de ff anra 
parmi ses correspondantes an moins nne snbstitntion de d^terminant 1. 

Ces snbstitntions de d^terminant 1 formeront nn gronpe Gi contenn 
dans G; et ce demier gronpe r^snltera ^videmment de la combinaison de 
Gl avec des snbstitntions de seconde esp^ce. 

Tont se r^dnit donc ä former le gronpe Gi. 

27, Le gronpe ff est d^riv^ des snbstitntions 

C = {ßd){YB). 

Cherchons ä constmire lenrs correspondantes dans G^. 
Snpposons A ramen^ ä la forme canoniqne 

A =^ \x, y axy by\. 

On anra a6= 1. 

D'antre part, A^ se r^dnisant ä Tunit^, on anra a^ = 6*, d'oü o^" = 1. 
Donc a = Ö, 6 = Ö"\ ^tant nne racine primitive de Tnne des denx ^qnations 

Ö^ = l, Ö^=:-l. 

On anra par snite 

(18.) A = \x, y Ox, e-^y\. 

28. En second lien, B' transformant Ä en A~\ sa correspondante 

14* 
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B transformera A en 

mA"^ = \xy y mO'^Xy fn6y\. 

Pour qu'une teile transformation soit possible, il faut (N<>, 4) qu'on ait 
oa 

Le Premier Systeme d'^quations donnerait ö* = 1, ce qui est absurde. 
Le second donnera m = 1. 
La Substitution B sera de la forme 

\^9 y «ff? ^^1 

(N^. 4). On peut supposer a = 1 , et comme ß a 1 pour d^terminant, on 
en d^duira (J = — 1, d'oü 

(19.) B =^ \x, y y, — a?|. 

29. Avant d'aller plus loin, remarquons qu'on peut supposer 6^ = —1. 
En effet, G contenant A et B, contieudra la Substitution 

AB^ = 1^5 y -6x, -e-'y\ 

qui correspond ä A\ ainsi que A, dont eile ne diff^re que par le signe de 
6; d'ailleurs si Ton avait Ä* = l, on aurait (— Ö)* = — 1. 

30. Soit enfin 

C = |a:, y Ix+iuy, vx-^^y\ 

une Substitution correspondante ä C Soient x', y' les variables ind^pen- 
dantes qui la ram^neraient ä sa forme canonique 

C =^ \x', y' ax\ 6y'|. 
On aura a6 = 1. 

D'autre part, C^ se r^uisant ä Tunit^ (saus que C s'y r^duise), C ne 
sera pas de seconde esp^ce, mais C^ en sera. On aura done 

a^6, €^ = 6^ 
d'oü 

a = -6 = ±f 
et enfin 

a+6 = 0. 

Mais a et 6 ^tant les racines de l'^quation caract^ristique 

^ =0 
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leur somme est i^+Q. On anra donc 

(20.) i+p = 0. 

En second lien, la Substitution 

BC = \x, y —jux+ly, —Qx+vy] 

a pour correspondante B'C dont le carr^ est ^gal ä Tunit^. On aura donc 
comme tout ä llieure 

(21.) -fj^+y = 0- 

En troisi^me lieu, consid^rons la Substitution 

A^C = \x, y le^x+uO'^y, yö^a^+pö-'y |. 
Soit 

\x , y ax , by \ 

sa forme canonique. On aura encore ab = 1. D'autre part, sa corre- 
spondante 

^tant d'ordre 3, on aura 

a^b, a^ = 6', 
d'oü (^ = ±1. 

II est permis de supposer o^ = —1. Gar ä la Substitution C corre- 
spond outre la Substitution C, la Substitution E^ 0=^—0 qu'on pourrait con- 
sid^rer s'il le fallait ä la place de C. 

Donc a et 6 seront les racines de l'^quation • 

et auront pour somme l'unit^. 
Cela donnera T^quation 

(22.) iÄ'+pÖ-^ = 1. 

Enfin, C ayant Tunit^ pour d^terminant, on aura 

(23.) X(f-fiv = 1. 

31. On d^duit des ^quations (20.), (21.), (22.), (23.) 

1 
(24.) ^ = ~P= g'~g-2 > 

(25.) fi =^ V 
et enfin 

(26.) i^^'+l = 0. 



/ 
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Cette derni^re ^qnation donne ponr fi denx valenrs Egales et contraireB. 
n semble donc qu'on puisse constmire de deux mani^reB difif(6rentes le 
gronpe Oi. Mais on voit imm^diatement que les deux groupea ainai ob- 
tenus sont transform^s Tun dans Tautre par la snbstitation 

US ne diffi&rent donc qae par la notation. 

32. n reste ä prouver que le groupe G d^riv^ des sabstitations 
Ay By C jointes k des sabstitations m, m', ... de seconde esp^ce, a bien 
ponr ordre 60 cü. 

Remarqaons ä cet effet qae les six fonctions 

(27,) 9> = a?y, 9>„ = (iÄ*a?+^ö-«y)(/iÄ*a:-AÖ-«y) a = 0, 1, 2, 3, 4 

sont permat^es entre elles, ^ des facteurs constants pr^s, et d'one mani^re 
deux fois transitive, par les sabstitations de G. 

En effet, les sabstitations m, m!, ... les maltiplient par des fiactears 
constants, et Ton v^rifie sans peine qae A les transforme respectivement 
en (p, ^i, q>2^ ^3, 9)4, ^oj que B les transforme en —(p, — yo? — 9>47 — Vs? 
— ^2 7 — Vi; enfin qae C les transforme, ä des factears constants pr^s, en 

9^0? Vy V\1 9^3? 9^2? ^4- 

L'ordre de G sera donc 6gal ä 6.512', £X 6tant Vordre da groape 
tt form^ par celles de ces sabstitations qni maltiplient 9) et 9)» par an simple 
factear constant. 

Or les sabstitations de H^ maltipliant (p par an factear constant, 
seront de Tane des deax formes 

(28.) \x, y axy 6y|, 

(29.) ja:, y ay, hx\. 

Parmi elles, se troave la sabstitation B^ qai appartient ä la seconde forme; 

et Ton aara ^videmment i2' = 2i2'V ^^ ^tant le nombre des sabstitations 

de ü qai sont de la forme (28.). 

Or ane sabstitation de cette forme transforme yo cn 

(ilaa:+^6y)(^aa:— il6y) 
qai sera ^gale ä 9)0 ä an factear constant pr^s, si Von a 

Mais ly fiy ij}--}} sont ^0. Ces ^quations se r^daisent donc ä 
d'oü = 6. 
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Les snbBtitatioiis cheroliöes sont donc de seconde eap&ce, et leor 
nombre ii' sera ^gal k oi. 

33. Nons ponvons dono formnler le ih^or^me suivant: 

Th^or^me. Les groupes (Fordre fini contenus dans le graupe Uniaire 
ä demx 9ariable$ peueent se ramener ä dnq types. 

Premier type. Ses substituHons sont de la forme 

(30.) \x, y ax, by\. 

Denxi^me type. // s'obtient en adjoignant aux substitutions pri- 
cidentes une Substitution de la forme 

(31.) \xy y ey, dx\. 

Troisi^me type. // est däriee de substitutions de la forme 

(32.) a =^ \xy y ax^ ay\ 
jointes aux substitutions 

(33.) A == \x, y ix, -ty|, (»•=1) 
(34.) B = \x,y y, ^x\, 

(35.) mC == X, y m-^y (a?-jf), m—^{x+y) 

Qnatri^me type. // resulte des substitutions a, A, B, C jointes ä 
tme Substitution de la forme 

(36.) nD=\x,y njx, nj-'yl (/=1). 

Cinqui^me type. // est derivi de substitutions de la forme 

(37.) \x, y ax, ay\ 

jointes aux substitutions 

(38.) \x, y ex, Ö-*sf|, (Ö»" = l) 

(39). \x, y y, -^xl (^= g«_g-2 ) 

(40.) \x, y Ix+fiy, i^x-ly\^ (^*+i^ + l = 0). 

On pent donner ä ces trois demiers types le nom de types tetraedrique, 
oetaedrique, icosaedrique. Hs sont en effet respectivement isomorphes aux 
groupes form^s par les mouvements qui superposent k eux-m£mes ces trois 
poly^es r^guliers. 

34 On pourra donc avoir cinq types d'^quations Unfaires du second 
ordre ä integrales alg^briques. Ces integrales donnent lieu aux remarques 
Buivantes: 
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Premier type. Les quantit^s a, ^tant des racines de l'nni^ seront 
les puissances de l'une d'entre elles, racine primitive d'nne certaine ^uation 
binöme X'' = 1. De m^me les b seront les puissances d'une racine primitive 
d'nne ^quation binöme ^=1. Cela pos6, les quantit^s af, y^ ne seront 
alt^r^es par ancnne des snbstitutions dn gronpe; ce seront donc desfonctions 
monodromes de la variable l. Les deux integrales particnli^res x^ y seront 
donc des racines d'^quations binömes 

oü tpy v^i .sont des fonctions monodromes. 
Denxi^me type. La Substitution 

\x, y cy, dx 
transformant 

|a?, y ax, by 
en 

\x, y bx, ay\ 

la s^rie des coefficjents a sera identique ä celle des coefficients b. On aura 
donc ß = a. Tonte fonction rationnelle de a?**, y", ^tant invariable par la 
moiti^ des snbstitutions de G, n'aura que deux valeurs distinctes. Donc 
a?", y" seront racines d'une ^quation du second degr^, ä coefficients mono- 
dromes en t. 

Troisi^me type. Les a sont les puissances d'une racine primitive 
d'une ^quation binöme ^" = 1. Soit z une integrale quelconque de l'^quation: 
Ä** etant invariable par les (jd snbstitutions a, d^pendra d'une ^quation d'ordre 12, 
äquivalente ä une ^quation du 4*^ degr^, ä discriminant carr^. Donc ä" 
s'exprimera ratioiinellement au moyen des racines de cette ^quation du 4*" degr6. 
Soit d'ailleurs u une autre integrale quelconque; w", ^tant invariable par les 
mömes snbstitutions que ä", sera une fonction rationnelle de »" et de t. 

Quatri^me type. Memes conclusions, sauf que la r^dnite du 
4^ degr^ n'aura pas son discriminant carr^. 

Cinqui^me type. La r^duite sera du ö"" degr^, ä discriminant carr^. 

Chapitre II. Equations d'ordre p. 

35. Fassons aux ^quations lin^aires d'ordre p. Nous aurons ^ con- 
struire les groupes H d'ordre fini contenus dans le gronpe lin^ire d'ordre p. 

36. On verra tout d'abord, comme au N^. 2, que chaque Substitution 
d'un pareil groupe aura pour forme canonique 

\^9 Vy ^9 * * * ^^9 ^Vi ^^9 * * * 
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les coefficients a^ b, c, ... ^tant des racines de rnnit^, et pouvant 6tre 
^ganx on non. 

37. Soit en second lieu 

'^ = \^9 y» ^9 ^9 ^9 • • • ^^9 ^y9 ^^9 ^^9 ^^9 ' ' '\ 

nne snbstitation r^dnite ä sa forme canoniqne par un choix de variables 
appropri^, et dans laquelle les coefficients ^gaux soient mis en ^vidence. 
On y^rifiera ais^ment qne ponr qn'nne Substitution Unfaire soit ^changeable 
ä S, il faut et il suffit qu'elle soit de la forme 

T = \x^ y, z, u, e, . . . <^x+ßy, ax+ß'y, yz + Su, y'z + S'u, sc, ...|. 
Plus g^n^ralement , pour qu'une Substitution Unfaire transforme S en une 
Substitution canonique S', il faut et il suffit qu'elle soit le produit d'une 
Substitution de la forme T par une autre Substitution U qui permute ensemble 
les syst^mes de variables, tels que x^ y; z, u; etc. que S multiplie par 
an mSme facteur. 

II r^sulte ^videmment de lä que si m d^signe le nombre des substi- 
tntions liniaires de la forme T que contient un groupe H^ et n l'ordie du 
groupe K form^ par celles des substitutions de H qui transforment les unes 
dans les autres les substitutions canoniques telles que S^ on aura » == ftm^ 
ir d^signant le nombre des d^placements diff^rents que les substitutions de 
k fönt subir aux syst^mes de variables Xj y; z, u; ... Ce nombre k est 
^yidemment un diviseur de 1.2...p. 

38. Soient 

S' = \xy y, Zj Uj fDj . . . a*x, dy^ dz^ c'ii, e'c, . . . | , 
S" = I a?, y, a, w, r, . . . d^x^ ci^y^ c"ä, c"«, 6"r, . . . | 

etc. 
Celles des substitutions de ü qui ont la mSme forme que S^ et ne diff^rent 
les unes des autres que par les valeurs (Egales ou inegales) attribu^es aux 
coefficients a^ e^ e^ . .. Nous dirons que ces substitutions forment un fax»- 
ceau, si cbacune des s^ries de rapports 



a" a"' • ' • 






• • • 



contient an nombre illimit^ de termes numöriquement distincts. 
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II Importe pour l'^tude qni va snivre de bien pr^ciser le seng qne 
nons attachons anx mots limite et illimiti. Il8 ne 8ont pas Bynonjmes de 
fini et infini. Nous dirons qu'un nombre est limitö, lorsqu'il est införieur 
ä une limite detertfUnee. II r^snlte de cette d^finition qu'un nombre fini, sur 
lequel on n'a aueune donn^e, est illimit^; mais il devient limite d^s qu'on 
parvient ä assigner sa limite. 

39. Si le groupe G form^ des substitutions S', S", . . . n'est pas un 

faisceau , c'est que Tun des rapports — , — , — , . . . , par exemple — , n'y 

prend qu'un nombre limit^ / de valeurs distinetes. Dans ee cas, Celles des 
substitutions de G dans lesquelles a = c forment un groupe ö| , dont l'ordre 
est / fois moindre que celui de G, et dont les substitutions seront de la forme 

^9 y» ^9 Uf V, . . . axy ayj az, au, ee, . . 

Si Gl n'est pas un faisceau, Tun des rapports — , . . • , par exemple — , 

n'y prendra qu'un nombre limite /| de valeurs; et Celles des substitutions 
de Gl pour lesquelles e = a, formeront un nouveau groupe G,, d'ordre /i fois 
moindre. 

Poursuivant ainsi, on arrivera nöcessairement k un demier groupe F 
qui sera un faisceau, ou au groupe ^ formö par Celles des substitutions 
de H qui multiplient toutes les variables par un m€me facteur. 

Ce groupe 4>, que nous pourrons appeler le faisceau singuUer, existe 
toujours ; mais il peut se r^duire ä la Substitution unit^. H est ^videmment 
contenu dans tous les autres faisceaux que H peut renfermen Ses substi- 
tutions gardent la forme canonique quel que soit le choix des variables, et 
sont ^changeables ä toute Substitution lin^aire. 

40. Cela pos^, nous allons etablir le th^or^me fondamental suivant: 
Th^or^me. Tous les faisceaux que H peut contenir, sont contenus 

dans un seul itentre eux F„, lequel est permutable aux substitutions de H, 

Vordre de H est egal au produit de t ordre de F^ par un entier limili k. 
Le th^or^me est Evident pour une seule variable. Nous allons le 

d^montrer pour p variables, en admettant qu'il soit Stabil pour moins de p 

variables. 

41. Cette extension n'offre aueune difficult^, dans le cas particulier 
oü Ton peut r^partir les variables en plusieurs cat^gories, telles que cbaque 
Substitution de H remplace les variables de chaque catögorie ^ar des 
fonctions lin^aires de ces m6mes variables. 
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Snppoaona, par exemple, que les substitutions de H soient de la forme 

\^9 !f> «^ «^ ••• ^^+ßyy <^'^+ß'y, y«+(yw + ---, /«+<?'«+•••, ...|. 

A chacnne de ces substitutions, faisons correspondre la Substitution ä deux 
variables 

x, y ax+ßy, a'x + iS'y]. 

Ces demi^res substitutions formeront un groupe H\ isomorphe k H. Soit 
maintenant F un faisceau contenu dans H. Ses correspondantes formeront 
övidemment un faisceau F contenu dans H\ Mais le theoreme est vrai, 
par hypothise, pour le groupe Ä', oü il y a moins de p variables. Les 
faisceaux qu'il contient, et en particulier le faisceau F', seront donc tous 
contenus dans un seul d'entre eux ^\ dont les substitutions pourront se 
mettre sous la forme canouique 

\x, y ax, by\ 

par un choix convenable de variables. De plus, les substitutions de H' 
seront permutables ä celles de ^\ et en nombre A'/", l' ^tant un nombre 
limit^, et f ötant Vordre de 5'. 

Soit de mßme J5f" le groupe isomorphe ä ^ et form^ des sub- 
fititations 

Ä, Uy ..• yz + du'\ — , /ä + (^'iH — , ...|. 

Tous les faisceaux que contient H'\ et en particulier le faisceau F" 
form^ par les substitutions correspondantes ä celles de F^ seront contenus 
dans un faisceau unique %'\ dont on pourra mettre les substitutions sous la 
forme canonique 

\iy Uy ... cz, dUy . . .1. 

Enfin les substitutions de H" seront permutables ä 5", et en nombre a"^', 
oü l" est un entier limit^, et /"' Tordre de 5". 

H r^sulte ^videmment de Ik: 

1". Que les substitutions de H sont permutables au groupe G form^ 
par Celles de ses substitutions qui sont de la forme 

1^9 jf, J5^ ti^ . . . aXy by, cZy du, ... 

2*^. Que leur nombre h est au plus ^gal k ii'ii"g, g dösignaut 
l'ordre de G. 

3". Que F est contenu dans G. 

Si G est un faisceau, le th^or^me est d^montr^. 

15 • 
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42. Si G n'est pas un faisceau, on pourra en d6duire, par le pro- 
c^d^ du N®. 39 un faisceau 5, lequel jouira de la triple propri^t^ qui a 
^t^ reconnue au groupe G. 

En eflfet le proc^d^ par lequel on passe du groupe G au faisceau 
r^duit 5 ne pr^sentant ^videmment aucune ambiguit^ quant au r^sultat final, 
les substitutions de H, permutables ä G, le seront n^cessairement ä fj. 

En second lieu, l'ordre f du faisceau ^ ^tant ^gal ä vp— oü /, /i, . . . 

V V| • • • 

sont limit^s, h sera 6gal au produit de f par un entier limit^ ^i'A" //,... 
Enfin 5 contient F. Soit en effet pour fixer les id^es 
(41.) ja;. Vi ^9 ^9 * * • ox, ay, a, ch^ ...j 

la forme g^nörale des substitutions de f^. 

b c 
Chacun desrapports — et -j ne peut prendre plus de lli... va- 

leurs distinctes dans les substitutions de 6 et ä fortiori dans celles de F; 
car si cela avait lieu, g serait >f.lli... D'ailleurs F ötant un faisceau, 



ceux des rapports — , — , — , y, ... qui ne sont pas ^gaux k l'unit^ dans 
toutes ses substitutions doivent y prendre un nombre illimit6 de valeurs 
distinctes. Donc — et -^ doivent sV röduire ä Funit^: donc F aura ses 

substitutions de la forme (41.), et sera contenu dans %. 

43. Abordons maintenant le cas gön^ral. 

Lemme L Ceux des faisceaux contenus dans H dont les subsHtutions 
sont echangeables ä une Substitution donnee S (autre que celles de 4^J sont 
contenus dans un seul d'entre eux F. En outre les substitutions de H qui 
sont echangeables ä S seront en nombre '^f^ f etant t ordre de F, et l un 
entier limite. 

Soit par exemple 

'S* = \^9 fff z, Uy . . . axy ay, c*, cti, ...|. 

Soit / le groupe form^ par celles des substitutions de H qui sont 
echangeables ä S. Ses substitutions auront la forme 

1^^ üy ^9 ^9 ' • ' ^^+ßy9 ^'^+ß'y9 yz+Suy /z+^'u, ... 

(N^ 37). Les faisceaux F|, Fj, ... contenus dans H et dont les substitutions 
sont Echangeables ä S seront contenus dans /. Le th^or^me Etant dEmontrE 
pour ce dernier groupe (N^^ 41—42), ces faisceaux seront contenus dans un 
seul d'entre eux F; et Tordre de / sera Egal ä Xf. 
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Nons dirons que la snbstitation S est afferente au faisceau F. 

44. Soient maintenant f^, %^^ ... cenx des faisceaux de U qni sont 
generaux^ c'est-k-dire ne sont contenus dans aaeun antre. 

Lemme IL Un faisceau quelconqueF {autre que 4^) ne sera contenu 
que dans un seul des faisceaux ^, ^i , ... 

Supposons en effet que F fftt contenu dans 5 et dans ^i. Les sub- 
stitutions d'un m€me faisceau ^tant echangeables entre elles, Tune quelconque 
S des substitutions de F sera ^changeable ä la fois ä celles de ^ et de ^i. 
Si S est choisie de mani^re ä ne pas appartenir k ^, on en conclut 
(Lemme I) que ^ et f$i sont contenus dans un mgme faisceau. Ils ne 
pourront donc 6tre tous deux g^n^raux que s'ils se confondent 

Les divers faisceaux F, Fi , ... (autres que *) que H contient pourront 
donc ^tre distribu^s en classesy en associant ceux qui sont contenus dans 
un m^me faisceau g^n^ral. 

Corollaire. Tout faisceau Fi qui contient le faisceau F appartiendra 
ä la mime classe que lui. 

En eflfet si F 6tait contenu dans % et Fi dans 5i » ^ serait contenu 
dans % et dans ^i, ce qui est absurde. 

45. Lemme m. Chaque classe ne contient qu^un nombre limiti 
de faisceaux, 

Soit en effet ^ un faisceau g^n^ral, dont les substitutions seront, 
par exemple, de la forme 

\^9 tff ^9 Uy v^ . . . ax, ay, cz, cu, ee, ...|. 
Les divers faisceaux contenus dans fj s'obtiendront ^videmment par le pro- 
c^^ suivant: 

On prendra, parmi les substitutions de fj, celles oü les coefficients 
a, c, e, . . . satisfont ä certaines relations d'^galit^. Celles oü a = c, par 
exemple, seront de la forme 

\xy y, J5, 11, r, . . . axy ay, az, au^ ev, ...j 
et formeront un groupe G. Si les rapports des coefficients restants a,ey...j 
prennent un nombre illimit^ de valeurs, G sera un faisceau. Dans le cas 
contraire, on en d^duira un faisceau par le proc^d^ du N^. 39. 

Le nombre des systfemes d'^galit^s que Ton peut ^tablir entre les 
coefficients «, c, e, . . ., dont le nombre ^p, ^tant ^videmment limit^, et 
chacun d'eux ne foumissant qu'un faisceau, le nombre des faisceaux ainsi 
obtenuB (et qui d'ailleurs ne sont pas n^cessairement distincts) sera limit^. 
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46. L e m m e IV . Celles des substitutions de H qui sotU ichangeables 
ä Celles d^un faisceau F {autre que 4>) sont en nombre kf, f designant f ordre 
du faisceau general ^ qui contient F, et l un entier limiti. 

En effet, soit par exemple 

\^9 y» ^9 ^9 ' ' ' ^^9 ^y9 ^^9 ^^9 * * «1 

la forme g^n^rale des substitutions de F. Les substitutions de H qui leur 
sont ^changeables forment un groupe / et sont de la forme 

i^* y^ «5 w, ... ccx+ßy, a'x + ß'y, yz, du^ ...|. 

Le faisceau %^ ayant ses substitutions ^changeables k celles de F, 
sera contenu dans /. Mais le th^or^me 6tant ^tabli pour ce demier groupe, 
les faisceaux qu'il contient seront contenus dans un seul d'entre eux, qui 
se confondra avec %^ ce demier faisceau ötant g^n^ral, par hypoth^se. De 
plus, l'ordre de / sera 6gal k i/l 

47. Coro Ilaire. Le groupe M forme par celles des substitutions 
de H qui sont permutables ä F a pour ordre fif^ fi itant un entier limite. 

En effet, les fonctions lin^aires des variables que toutes les substi- 
tutions de F multiplient par un facteur constant sont: 1^ les fonctions 
Unfaires de x, y; 2^\ les fonctions lin^ires de i, u; etc. Toute Substitution 
permutable ä F doit donc remplacer les uns par les autres cea divers 
syst^mes de fonctions. Les ddplacements op^r^s entre ces syst^mes de 
fonctions, en nombre ^p,. forment un groupe, isomorphe ä if, et dont 
Fordre / sera un diviseur de 1.2...p. L'ordre de if sera ^videmment ögal 
au produit de / par l'ordre du groupe form^ par celles des substitutions 
de M qui remplacent x, y par des fonctions de x, y; u, f> par des fonctions 
de u, r; etc. Ces demi^res sont pr^cisöment les If substitutions öchan- 
geables ä F. Donc M aura pour ordre Uf=fif, fi ^tant un entier limiti. 

48. Lemme V. Celles des substitutions de G qui sont afferentes au 
faisceau F sont en nombre vf, v etant un entier limitS. 

Soient en effet Fi, F^, ... ceux des faisceaux de G qui contiennent 
F, lesquels seront contenus dans f^, et en nombre limiti (N^^. 44 et 45). 
Soient respectivement N, N^ iVs , ... les nombres de substitutions afferentes 
aux faisceaux F, Fi, Fs, ... On aura 

(42.) iV+iVi+iV2 + "- = f^f. 

Car ü est clair que toute Substitution 6changeable k celles de F est aff^- 
rente k ce faisceau ou k Tun de ceux qui le contiennent, et r^ciproquement 
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Cette ^galit^ montre que N sera de la fonne yf, si N, , iVi , ... sont 
enx-m^mes de cette fonne. La proposition ^tant ainsi d^montr^e pour un 
faiftcean qnelconque F, si eile Test pour les faisceanx qni le contiennent, 
il suffira de l'^tablir pour le faisceau f^ qui contient tous les antres fais- 
eeaux de la classe. Mais pour ce faisceau, la proposition est Evidente, 
r^quation (42.) se r^duisant ä 

iV = ^f. 

49. Proc^dons maintenant k la d^monstration du thöor^me. Soit h 
le nombre des substitutions de H; nous allons les ^num^rer de mani^re ä 
obtenir une ^quation d'oü nous d^duirons le r^sultat d^sir^. 

.1". Nous aurons en premier lieu les substitutions du faisceau sin- 
gulier 0. Soient (p leur nombre; 1, a, b, ... les facteurs par lesquels 
chacune d'elles multiplie les variables. Nous pourrons repr^senter ces sub- 
stitutions elles-m^mes par 1, a^ 6^ . . . 

50. 2'\ H pourra contenir une Substitution S affi6rente ä ce fais- 
ceau singulier. Consid^rons dans ce cas le Systeme 2 form^ par les q> 
substitutions 

S, aSy bSy . . . 

Chacune d'elles, ^tant ^changeable aux m£mes substitutions que S, sera 
afferente ä <p. 

Soient 2^ S^^ ... les syst^mes distincts qu'on obtient en transformant 

S par les substitutions de H; leur nombre sera — , m ^tant le nombre des 

* fn 

substitutions permutables ä S. D'ailleurs chacun de ces syst^mes pouvant 
s'obtenir en multipliant une quelconque de ses substitutions par les substi- 
tutions de *, deux syst^mes ne peuvent avoir de Substitution commune sans 
se confondre. Le nombre total des substitutions distinctes contenues dans 

2j -2*1, ... sera donc «>• — • 

51. Reste ä ^valuer m. 

Or pour qu'une Substitution soit permutable ä 2^ il faut et il suffit 
qu'elle transforme S en une Substitution de 2. Soient k le nombre des 
substitutions de S dans lesquelles S peut ßtre transform^e par les substi- 
tutions de H; n le nombre des substitutions de H qui sont ^changeables ä 
S; on aura m=^ kn. 

Mais pour que S puisse etre transform^e en aS^ il faut que ces sub- 
stitutions aient le mgme d^terminant; si d'ailleurs J est le d^terminant de 
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S, celui de aS sera afJ. II faut donc qu'on ait o^—l. Le nombre k 
des valeurs qui peuvent 6tre adsign^es au coefficient a sera donc ^p. 

D'autre part, le nombre n des substitations de G ^changeables ä S 
est ^gal k k(p, l ^tant un entier limit^ (N<>. 43). 

Le nombre des sabstitutions distinetes qoi r^sultent de la transfor- 
mation de Celles de 2 sera donc 

h _ _h_ 
^' kltp "" kl ' 

52. S'il existe une autre Substitution S' afferente ä *, on verra de 
m£me que les substitutions S\ aS', bS', ... et leurs transformöes sont en 

nombre -7777, &' et l' ^tant limit^s. 

Continuant ainsi, on voit que le nombre total des substitutions affe- 
rentes k sera 

53. df\ H pourra contenir des substitutions T afferentes ä un fais- 
ceau F non g^iieral, mais diff^rent de *. 

Soicnt 5 le faisceau g^n^ral qui contient F; f ^on ordre. Le nombre 
des substitutions 7 sera vf^ et le nombre des substitutions permutables k F 
sera fif, ^ et v ^tant limit^s (N^«. 47 et 48). 

Le nombre des faisceaux transform^s de F par les substitutions de 

// sera donc — >: k chacun d'eux seront afferentes vf substitutions transfor- 

hvf V 

nidcH des T; (;c qui donnera — j- = Ä — substitutions r^sultant des T par 

trauHformation. Ces substitutions seront toutes distinetes, une m€me Substi- 
tution nc |)0uvant 6trc afferente k deux faisceaux diff^rents (N^. 43)*). 

54. 8i // contenait d'autres substitutions T afferentes k un autre 
faiHccau F* non genöral, les T et leurs transformees foumiraient de m£me 

h , HuiiHtitutioiiH distinetes. 

(.'Ontinutint ainsi, on voit que le nombre total des substitutions affe- 
n^iilrH k dcH fuisceaux autres que et non g^n^raux sera 

^j Oll dott »xooptor los substitutions de 0; mais celles-ci, ötant övidemment aff^ 
nfiitnii Mux faiNOoaux gäuörauz, ne figurent pas panni les T. 
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55. 4^\ Consid^rons enfin les substitutions U afferentes k nn faiscean 
g^n^ral tel qne f$. Leur Dombre sera nf, n ^tant an entier limit^. Mais 
panni elles se trouvent les (p substitntions de *, qni ont d^jk ^t^ ^nn- 
m^r^es. En les snpprimant, 11 en restera nf—(p. 

D'antre part, le nombre des substitntions permntables ä ^ est ^gal 
k mf, m etant nn entier limit^. Le nombre des 'falsceanx transform^s de 

5 sera donc — j- , et le nombre total des substitntions qui leur sont afferentes 
sera h ' / * 

mf 

D'ailleurs ^ contenant le faiscean ^, on aura f=q(p, q ^tant nn 
entier >1; et par snite 

nf—fp n \ 

tnf m mq 

56.. Si H contenait des substitntions U* afferentes ä nn autre faiscean 
g^n^ral %\ on verrait de m^me qne ces substitntions et leurs transformees 
sont en nombre 

oü n! et m' sont limit^s. 

Continuant ainsi, on voit qne le nombre des substitntions afferentes 

« 

aux faisceanx generaux (cell es de * exceptees) sera 

ÄJ(^__L)+(4.__^)+...j. 

( \ m mq f ^ m' m'q' / ' 

57. L'^numöration ^tant maintenaut achevöe, noQS anrons: 
(42.) h = y+Ä-2--^ + A-r— +Ä-r(— —). 

^ ^ ^ kl fA \ m mq / 

Dans cette equation, le nombre des termes contenns dans les sommes du 
second membre sera limite. Car leur somme doit £tre <Z A. Mais chacun 
d'enx est egal an produit de h par nn coefficient dont on connatt une limite 
inferienre. En effet, k, k, ^, m sont limites, et q etant >1, 
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L'^quation (42.) donnera 



(43.) h = 



V 



1 1 



Soit le plus petit des termes , — rj- , . . . Deux cas seront 

mq r r , mq nvq ' 

{ 

ä distingaer, suivaut la valeur de l'expression —C-\ — ^H — 
58. Premier cas: --C^^ r-j^H — ^0. On aura 

tn q' """^ 

mq 

Mais ü contient le groupe / d'ordre mqip form^ par celles de ses 
substitutions qui sont pennntables ä %. On aura done h=^mq(p et H = L 
D'ailleurs m est un entier limit^. La d^monstration du th^or^me sera donc 
compl^te, si nous ^tablissons que tont faisceau contenu dans H est n^ces- 
sairement contenu dans f^. 

Soit F un semblable faisceau, dont les substitutions aient pour forme 
canonique 

\x^ ffy z, u^ . . . ax, ay, a, du, . . . 
par exemple. 

Chacune d'elles, ^lev^e k une puissance au maximum ^gale ä m^ 
appartiendra k 5? s^-^s q^ol l'ordre du groupe d^riv^ de j^ et de F, et ä 
fortiori Vordre de Ä, serait >mq(p. Si donc nous poson& pour abr^ger 
1 . 2 . . . m = /^ les substitutions 

(44.) \x, y, z, Uy ... afx, afy, cfz, d'u, . . .| 

appartiendront toutes ä ^J. Or, par hypoth^se, les rapports de deux quelconques 
coefficients a, c, d, ... prennent dans les substitutions de F un nombre illimit^ 
de valeurs; t ^tant limit^, les rapports de a^, &, <f^ ... auront ^galement 
un nombre illimit^ de valeurs. Les substitutions de f^,.^tant ^changeables 
aux substitutions (44.), seront de la forme 

\^9 Vy ^9 ^9 " <^x+ßy, a'x + ffy, yz, du, . . .i| 

et auront pour forme canonique 

\X, Y, z, u, . . . a^X, ßi Y, yz, du, . . .| 

X %t Y ^tant des fonctions de x, y. Les substitutions de F, exprim^es au 



Jordan^ ^quations differentieUes lin^ires ä itäSgrale algibrique. 123 

moyen des variables JT, Y, «, ti, . . . , sont ^videmment de la forme 

Xy Y^ z^ Uy . . , aXy a Y^ a, du, . . . { 
cas particulier de la pr^c^dente. EUes sont donc contenues parmi celles de fj. 

59. Deuxi^me cas. —C-] 7-r+-*<;0. A fortiori — C sera 

m'q' ' 

n^gatif. C'est d'ailleurs la somme alg^brique d'un nombre limit^ de frac- 
tions dont chacnue a son nnm^ratenr et son d^nominatenr limit^s. Donc 

C sera lni-m6me une fraction, ä nam^rateur et d^nominateur limit^s. 

1 1 

Soit maintenant r le nombre des termes de la somme h — ^-r +••• 

mq mq 

et soit — j-j- le plus grand de ces termes. On aura, d'une part, 



et d'antre part 



-^+w<^' 



fn <f -^ mq mqf 



car h doit avoir son d^nominateur positif. On en d^duit 

r ^ ,^ \ 



Cfri -^^ ^ Cm' 
L'entier q' est donc limit^. 

Posons — C+ , . = — C. Cette quantit^ sera une fraction negative, 

k num^rateur et d^nominateur limit^s. 

Soit ^j^ la plus grande des quantit^s -^, ^j^, ... On aura 



d'une part 






et d'autre part 



d'oü 



^^'^ii^^^^^li^'^ln^ + WW^'^'''^^ 



Cm" -^y -^ Cm" 



L'entier q" est donc limit^. 

Continuant ainsi, on trouvera que q, q'\ ... et enfin q sont limit^. 
Le d^nominateur de h sera donc une fraction ä num^rateur et d^nominateur 

16^ 
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limit^s, et Von aura 

h = l(p 

X ^tant un nombre limit^. 

n est clair que les snbstitations de H sont permutables ä 0. 

Enfin H ne contient pas d'antre faisceau que 0. Soit en effet F 
un faisceau quelconque contenu dans H^ et soient 

1^^ 9» ^9 * ' * ^^9 ^Vi ^^9 •••! 
ses substitutions , ramen^es ä la forme canonique. Chacun des rapports 

— , — , — , ... y est susceptible de l valeurs distinctes tout au plus, sans 

quoi Vordre de H serait > i y • Donc, d'apr^s la d^finition des faisceaux, 
ces rapports dolvent se r^duire ä Tunit^, et F se confond avec *. 

Le th^or^me est donc d^montr^ dans toutes ses parties. 

60. Soit /<!, le faisceau d^iini au th^or^me, et dont Texistence vienj 
d'fetre d^montr^e; et soit pour fixer les id^es 

\^9 y^ ^9 ^9 * ' ' ^^9 ^Vy ^^9 ^^9 •••! 
la forme de ses substitutions. Les coefficients a^ c, d^ . . . dans chacune 
d'elles sont des racines de Vunit^. Les divers coefficients a, par exemple, 
seront donc les puissances d'une quantit^ 0, racine primitive d'une certaine 
öquation binöme ö* = 1. 

De mßme, les 6 seront les puissances d'une racine primitive ö, d'nne 
öquation binöme öf = 1 ; les c seront les puissances de 0^ , racine d'une 
^quation ^ = 1 ; etc. 

II en r^sulte que chacune des fonctions x", y^^ z'^^ ... sera invariable 
par les substitutions de F«. L'ordre de H 6tant ^gal ä l fois celui de F« 
{l ^tant limit^) , x"", y^, »^, ... s'exprimeront au moyen des racines d'une 
m€me ^quation d'ordre L On pourra donc donner au tb^or^me T^nonci^ 
suivant: 

Th^or^me. Si une ^quation differenlielle lineaire d" ordre p 

dPu . . dP-^u ... /x 

-dF + '^'~dP^ + '"+'^p'' ^ ^^ ■ 

oü Aij ... Ap sont des fonctions rationnelles de u, a ses integrales algebriques, 
die admettra p integrales particuliäres x, y, z/ . . . qui satisfassent ä des 
equations binömes, dont les seconds membres soient des fonctions rationnelles 
de t et des racines dune equation auxiliaire. 
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Vordre l de cetle equation auxiliaire sera inferieur ä une limite fixe, 
laquelle ne depend que de p. 

61. Soient enfin x", rrj, ... les diverses transform^es de x" par les 
substitations de H; leur nombre ne peut surpasser X; et leur produit 

X X^ • . • ~— l«Z/«Z/| . . •/ 

sera rationnel. 

D'ailleurs a?i , ... sont des fonctions Unfaires de Xy y, z, . . . L'ex- 
pression A*=a?a:, ... sera donc une fonction enti^re et homogene de x^y^z, ... 
de degr^ ^ A, et qui satisfera ä une Equation binöme. On peut donc donner 
au th^or^me ce troisi^me ^nonc^, confonne k eelui qu'a donn^ M. Fuchs 
pour les ^quations du second ordre. 

On peut däterminer une fonction entitre et homogäne des integrales de 
tiquation differentieUe proposee, dont le degre soit inferieut ä une limite fixe, 
et qui soit radne dune equation binöme ä coeffidents rationnels. 

Ghapitre III. Equations du troisiöme ordre. 

§.1. DemoDStratioD de r^qaation fondamentale. 

62. Proposons-nous de determiner les groupes d'ordre fini form^s 
de substitutions Unfaires ä trois variables. 

Nous obtiendrons un semblable groupe en combinant ensemble un 
nombre quelconque de substitutions de la forme 

\x, y, z ax, by, cz 

oü a, b, c sont des racines de l'unitt?. 

On obtiendra de nouveaux groupes d'ordre fini en adjoignant aux 
substitutions qui pr^c^dent une Substitution de la forme 

on de la forme 

\^9 y^ ^ ^^9 ^''*5 ^'^ 

ou de l'une et Taijtre ä la foia {cl, b\ c\ a!\ V\ c" ^tant des racines de Tunit^). 
Le groupe form^ des substitutions 

\x, y, a f^x + ßy, a'x + ß'y, yis\ 

sera ^galement d'ordre fini, si les substitutions ä deux variables 

\x, y ax + ßy, ax + ß'y\ 

forment un groupe t^tra^drique, octa^drique ou icosa^drique, les coefficients 
y ^tant des racines de Tunite. 
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anx deux formes 

(45.) \x, y Ix, fiy\, 

(46.) \x, y Xy, fix\. 

Les substitütions (45.) constituent un premier faisceau. 

Chacun des antres faisceaux contient une Substitution T de la fonne 
(46); ses autres substitütions sont ^changeables ä T. Or on v^rifie imm^- 
diatement que les substitütions de K' ^changeables ä T se r^duisent k 
Celles qui r^sultent de la combinaison de T avec les substitütions de la 
forme 

(47.) a = \x, y ax, ay\. 

Prenons pour variables ind^pendantes Jt la place de x, y d' autres 
variables ^, ri qui ram^nent T ä sa forme canoiiique 

Les substitütions a prenant la forme 

on voit que chacune des substitütions du faisceau consid^r^ sera de la forme 

|§, ri a^y 6??|, oü 6 = +a. 

Les substitütions du faisceau correspondant de Ä, ayant pour d^terminant 1, 
seront 

1^, ^, Ä af, brj, a~^6"^a|, oü 6 = ±a. 

Le rapport — n'y sera donc susceptible que des deux valeurs ±1." 

67. Si K' appartient au type t^tra^drique, les divers faisceaux qu'il 
contient auront pour ordre les uns 2cü, les autres 3co, w ^tant le nombre 
des substitütions de la forme 

\x, y ax, ay\ 

contenues dans K' (N^^. 12 et 13). Leurs substitütions, ramen^es k la forme 
canonique, seront donc de la forme 

et Celles des faisceaux correspondants du groupe K de la forme 



oü le rapport — est susceptible de deux ou trois valeurs diff^rentes. 
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68. Si K' appartient au type octa^drique, il contient trois sortes 
de faisceanx, d' ordre 2o>, 3co, 4cü (N^ 13). Les faisceanx correspondants 
de K seront de la forme 

oü — admet 2, 3 ou 4 valeurs diflKrentes. 

69. Enfin si K' appartient au type icosa^drique , il contiendra des 
faisceaux d'ordre 2(o, 3cü, 5co (N^. 13) et les faisceanx correspondants de 
K seront de la forme 

oü — admet 2, 3 ou valeurs distinctes. 

70. 3f\ Enfin les snbstitutions de la forme 

\x, y, J5 ax, ay, az\ 
^tant ^changeables k tonte Substitution lin^ire, appartiendront k tous les 
faisceaux. Celles de ces snbstitutions que H contient ayant ponr d^ter- 
minant 1, le coefficient a y sera une racine cnbique de Tunit^. Le nombre 
(p de ces snbstitutions sera donc 6gal ä 1 ou ä 3 ; elles forment un groupe, 
que nous designöns par 4>. 

71. Proposons-nous maintenant d'^num^rer les snbstitutions de H. 
Nous aurons en premier Heu les cp snbstitutions de 4>. 

Soit en second Heu F un des faisceaux contenus dans H; supposons 
ses snbstitutions ramen^es k la forme canonique 

\x, y, z ax, by, cs\. 
Nous distinguerons divers cas': 

Admettons d'abord que dans toutes les snbstitutions de F on alt 
a = 6. Elles se r^duiront k la forme 

\x, y, z axy ay, cz\. 

Le faisceau F contenant le gronpe *, leur nombre sera un multiple de 
(p, tel que mq>. 

Cela pos6, les fonctions des variables que chaque Substitution de F 
multiplie par un facteur constant, sont les fonctions lin^ires de Xy y, d'une 
part et les multiples de z, d'autre part. 

Pour qu'une Substitution lin^aire soit permutable k F, il faut qu'elle 
remplace ces fonctions les unes par les autres; et par suite qu'elle soit de 

la forme 

!x, y, z ccx+ßy, a'x+ß'y, yi\. 
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Or soit K le groupe form6 par les substitutions de cette sorte que 
H contient. . II se r^duira ä F; car s'il contenait une Substitution S autre 
que Celles de F, cette Substitution, ^videmment ^changeable ä celles de F, 
pourrait leur 6tre adjointe pour former un faisceau plus g^n^ral que F, ce 
qu'on süppose impossible. 

Donc les seules substitutions de H qui soient permutables ä F sont 
les mcp substitutions de F; donc le nombre des faisceaux F, F' ... trans- 

formds de F par les substitutions de H sera , 12 ^tant Vordre de H. 

Cela pos^ , chacun des faisceaux F, F', ... contient (iw — 1) y sub- 
stitutions autres que celles de * ; et toutes ces substitutions sont distinctes, 
car chacune d'elles ne peut appartenir qu'ä un seul faisceau, Ä'=F ap- 



partenant au premier type. 

Le nombre des substitutions nouvelles r^sultant de la transformation 
de Celles de F sera donc 

m(p m 

73. Si Ton avait un nouveau faisceau F| diflf^rent .de F et de ses 
transfonn^s, mais jouissant comme lui de la propri^td que ses substitutions 
^tant ramen^es ä la forme canonique deux des coefficients y fussent con- 
Btamment 6gaux, soit fn^cp le nombre de ces substitutions; on en d^duirait 

de mfeme par transformation — ^ £2 substitutions distinctes entre elles et 

^ »ij 

distinctes des pr6c6dentes, puisque cbacune d'elles ne peut appartenir qu'ä 
un seul faisceau. 

Continuant ainsi, on voit que le nombre total des substitutions nou- 
velles existant dans les faisceaux de Tesp^ce consid^r^e sera 

. m-1 



S2. 



m 



74. Soit au contraire F un faisceau tel que dans ses diverses sub- 
stitutions, aucun des rapports — , — , — ne soit constamment ^gal ä Tunit^. 

Soit n(p Vordre de F; et soient K, L, M les groupes respectivement form^s 
par Celles des substitutions de H qui sont des formes suivantes: 

\x, y, a ax+ßy, a'x+ß'y, ya|, 

jj, y, z ax, ßy^-ys, /^'y + y'«!, 
X, y, i ax+yi, ßy, «'« + y'a|. 

Jonrnsl für Mstbemstik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 3. 17 



130 



Jordan, iquations' diffirentielles Unfaires d inUgrale alg^rique. 



Consid^rons les groupes K', L\ M' ä deux variables, respectivement 
correspondants ä K^ L, M^ et fonn^s des substitutions 

\x, y ax+ßy, a'x + ß'y\^ 

y, « ßy+r^^ ß'y+r'^li 

\x, Ä ax+)^z, a'x+yi\. 

Nous supposerong d'abord 

1". Que chacun des groupes Ä', V, M' appartient au premier ou 
au second type. • 

2". Que chacun des rapports — , — , — calcul6 successivement dans 

les diverses substitutions de F, y prend plus de deux valeurs distinctes. 

Cela pos6 , les fonctions de o?, . y, z que chaque Substitution de F 
multiplie par un facteur constant, se r^duisent aux multiples de x^ de y et 
de z. Toute Substitution Unfaire permutable ä F, devant remplacer ces 
fonctions les unes par les autres, appartiendra ä Tune des six formes 



(48.) 
(49.) 
(50.) 

(51.) 
(52.) 
(53.) 



X, 
X. 



X, y, z axy by, c« 

^9 y» ^ ^yy bx, cz 

y, z aXy bzy cy 

y, z azy by, ex 

^9 yy ^ ^y» ^^9 c^ 

X, y, z az, bxy cy\. 



Soit G le groupe form6 par Celles des substitutions de H qui sont 
permutables ä F. Celles de ses substitutions qui sont de la forme (48.)* 
se rdduisent ^videmment aux ^^ substitutions de F; et Vordre de G sera 
^videmment dgal ä knip^ k 6tant ^gal ä 1, 2, 3 ou 6 suivant que G con- 
tiendra des substitutions de la forme (48.) et d'une des formes (49.), (50.), 
(51.), ou des formes (48.), (52.) et (53.), ou enfin des 6 formes ä la fois. 



Le nombre des faisceaux distincts transformes de F sera donc 



kn€p 



Chacun d'eux contient d'ailleurs (» - 1) y substitutions autres que celles de 
if; ce qui donnera en tout 



kn 



S2 



substitutions. 

Ces substitutions sont toutes distinctes. En effet, celles des substi- 
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tutions de F oü les trois coefficients o, 6, c sont in^gaux n'appärriennent 
qu'ä un seul faisceau. Considdrons d'autre part Celles oü deux coefficients, 
ceux de 0? et j^ par exemple, sont ^ganx. Elles seront contenues dans ceux des 
faisceaux transformds de F que contient le groupe K. Mais si K' appartient au 
premier type, ces faisceaux se r^duisent ä un seul ; s'il appartient au second 
type, il y aura plusieurs faisceaux; mais parmi eux il n'en est qu'un seul tel 
qu'en ramenant ses substitutions ä la forme canonique les rapports des 
coefficients y aient plus de deux valeurs distinctes; F jouissant de cette 
propri6t^ ainsi que ses transform^s, les substitutions consid^r^es ne pourront 
leur 6tre communes. 

75. Soit Fl un antre . faisceau diff^rent de F et de ses transform^s, 
mais jouissant des mßmes propri^t^s. Une Enumeration analogue entreprise 

sur Fl et ses transform^s donnera — y S2 substitutions nouvelles. 

Les faisceaux de Tesp^ce que nous considdrons foumiront donc en tout 

kn 

substitutions nouvelles. 

76. Remarque. Si ä= 3 ou 6, le nombre n est assujetti ä cer- 
taines conditions qu1l est utile de connattre. 

1". Si Ä = 6, n est un carrE, ou le triple d'un carrE. 
Eni eflfet, les substitutions des formes (49.) ä (53.) que If contient 
transformant chacune des substitutions 

de F en une Substitution analogue, oü les coefficients o, 6, c sont per- 
mnt^s entre eux d'une mani^re quelconque, la suite des coefficients a sera 
identique ä celle des 6 et k eelle des c. Ces quantit^s Etant d'ailleurs des 
racines de TunitE, chacune de ces suites sera formte des puissances d'une 
racine irrfiductible 6 d'une certaine dquation binome 6- = 1. Le coefficient 
c Etant ainsi susceptible de p valeurs distinctes, Fordre ncp äe F sera Egal 
k p fois le nombre des substitutions de F qui se rEduisent ä la forme 

\x, y, z a'x, b'y, z\. 

Les b' Etant des puissances de seront les diverses puissances d'une m^me 

irrationnelle ö^, S Etant un diviseur de q; V sera donc susceptible de d 
valeurs distinctes; ä chacune d'elles correspond une valeur de a\ dEter- 
minEe par l'Equation a b' =■ 1. L'ordre de F sera donc p J. 

17» 
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Or nous alloDS prouver que J est au moins 6gal h, -|-' 

En eflfet, F contient une Substitution de la forme 

X, y, J5 axy by, Öä|, (oü a6ö=l) 
ainsi que sa transform^e 

\x, y, z bx, ay, ö»|. 
II contient leur produit 

P = \x, y, Ä d-'x, e-'y, ffzl 
et sa transform^e 

et enfin U contiendra 

PQ' = ja:, y, ä O^'x, ff'y, z\ 

ce qui montre que 3 est un multiple de -|- • On aura donc p = ^ ou ^d, 

d'oü ncp = d^ ou ScT. D'ailleurs ^ = 1 ou 3. Donc n sera un carr^ ou le 
triple d'un carr^. 

77. 2". Si ft = 3, ceux des facteurs premiers de n qui sont de la 
forme 3t— 1 y figureront ä une puissance paire. 

Soient en eflfet p Tun de ces facteurs, fi son degrd de multiplicit^. 
Le faisceau F contiendra un groupe V d'ordre p''. Soient 

\x, y, z a'x, Uy, c'ä| 

ses substitutions. La suite des a'; celle des V et celle des c' seront iden- 
tiques et form^es des puissances d'une racine primitive d'une ^quation 

binöme 6^ = 1. Celles de ces substitutions oü c' = 1 seront de la forme 

\x, y, z a"x, b"y, z\ 
et 6" y prendra p^' valeurs distinctes, l' ^tant ^i. L'ordre de V^ sera 

Nous allons prouver que l = i'. 

En effet, V' contient une Substitution oü c' = 0; laquelle sera de la 
forme 

s = \x, y, z e-x, e-^-'y, dz\. 

II contient sa transform^e 

T= \x, y, z Ö-— rr, 0y, O^z]. 
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II contiendra donc la Substitution 

Or on peut d^terminer iw et » de teile sorte qu'on ait 

-{a+l)m+n = r, 

mod.»'' 

r et * ^tant des entiers quelconques. Car le d^terminant des deux con- 
gruences, ayant pour valeur 

«'+«+1 = -?^ 

a — 1 

diff^re de mod.p, la congrueiice a^— 1 = n'admettant , comme on sait, 
d'autre racine reelle que Tunit^ lorsque p est de la forme 3t —1. 

On obtient donc, en faisant varier r et *, p^^ substitutions distinctes. 
D'aillenrs V n'en peut contenir davantage. Donc .u = 2A, ce qu'il failait 
d^montrer. 

78. Supposons maintenant que le groupe IC soit icosa^drique. On 
sait (N<>. 33.) qu'il est d^riv^ de la combinaison de substitutions A, B, C 
de d^terminant 1 avec des substitutions de la forme 

(54.) \xy y ax, ay\ 
et qu'en d^signant par co le nombre de ces demi^res substitutions, les 
faisceaux contenus dans IC seront d'ordre ^co, u ^tant Tun des trois 
nombres 2, 3, 5. 

Le faisceau F, d'ordre iko, correspondant ä F, s'obtiendra en com- 
binant des substitutions de .la forme (54.) avec une Substitution d'ordre fi 
et de d^terminant 1, laquelle aura par consdquent pour forme canonique 

\x, y Ox, 0-^y\ 
6 ^tant racine primitive de l'equation 0^^ = 1. 

Parmi les substitutions du faisceau F se trouvera donc la suivante: 

S = ja?, y, a Oxy 0~^y, zl 

Les groupes V, M' appartiendront au premier type. En effet, consid^rons 
par exemple le groupe L\ II contient un faisceau F" correspondant ä F 
et d'ordre reo', r dtant le nombre des valeurs distinctes que prend dans ses 
substitutions le rapport des coefficients de y et de « et co' le nombre 
de Celles de ces substitutions oü ces coefficients sont -^gaux. D'ailleurs r 
est un multiple de 2u; car le rapport des coefficients prend dans S et ses 
puissances 2a valeurs distinctes. 
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Or on sait (N^^. 11 ä 13) que dans un groupe t^tra^rique on a 
r = 2 ou 3, dans un groupe octaddrique r = 2, 3 ou 4, et dans un groupe 
icosa^drique r = 2, 3 ou 5. 

Donc si ^ > 2, le groupe V appartiendra au premier ou au second 
type. Si it* = 2, il appartiendra ä Tun de ces deux types, ou au type oc- 
ta^drique. 

Mais si L appartenait au second type ou au type . oeta^drique, 
le groupe form^ par les substitutions de L' permutables k F' aurait 
son ordre double de Vordre de F" (N^^, q q^ 13). ^q^c i^ contiendrait 
une Substitution de la forme 

(55.) \y, z bz, cy\, 
et L une Substitution de la forme 

T = \xy y^ z ax, 6a, cy\. 
F contiendrait la Substitution 

T^^ST = \x, y, z ex, y, ö-'a| 

et ses puissances. Le nombre des valeurs du rapport des coefficients de 
a? et de y y serait donc au moins ^gal ä 2a, au lieu d'ßtre simplem ent 
^gal ä /iL. 

Notre proposition est donc d^montr^e. II est Stabil en outre que 
H ne peut contenir aucune Substitution de la forme (50.) (car L' en con- 
tiendrait une de la forme (55.)). D'ailleurs il en contient une de la forme 

^9 Hy ^ ^tli bxy cz 

puisque IC est icosa6drique. . 

Donc le nombre des substitutions permutables ä F sera 2fio} (N^. 74); 

et leB faisceaux transformds de F seront en nombre -s 

Cela pose, F contient Cn— 1)ü> substitutions pour lesquelles a^b; 
chacune d'elles n'appartient qu'ä un seul faisceau, mßme celles 9Ü Ton 
aurait = c ou b = c (car L' et M' appartiennent au premier type). 

On aura donc ~z — 12 substitutions r^sultant de la transformation de 

Celles de F oü a ^ 6. 

Posant successivement i" = 2, 3, 5, et ajoutant, on voit qu'on obtiendra 

substitutions par la transformation des substitutions de F, les od substi- 
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tutions de la forme 

\t, y, z axy ay, cz\ 

^tant except^es. • 

Parmi ces demi^res substitutions, il en est (o—cp qui n'appartiennent 
pas k 4>. Ghacune d'elles dtant 6changeable aux 60 a> substitutions de K, 

elles donneront SZ^ £2 substitutions distinctes. 

60a> 

On peut d'ailleurs remarquer que (o est un multiple de (p. En outre 
a> est pair, car F contient la Substitution 

B" = \x, y, z -X, -y, ä|, 

qui est d'ordre 2. 

Posons donc (o = 2l(p, d'oil 

Ajoutant ces substitutions aux pr^c^dentes, on voit que K et ses 
transform^s donneront 



^(l-T^) 



substitutions nouvelles. 

79. Supposons maintenant K' octa^drique. II sera d^rivd (N*>. 33) 
de substitutions de la forme (32.) en nombre co, jointes ä des substitutions 
A, B, C, nD et contiendra la substitation 

Le faisceau F' correspondant ä F et contenu dans K' aura pour ordre aco, 
u ^tant Tun des nombres 2, 3 ou 4; et r^sultera de la combinaison des 
substitutions (32.) avec une Substitution S oü le rapport des coefficients de 
x et de j^ soit une racine u'^^^^ de Tunit^. Cette Substitution S sera 6vi- 
demment de la forme n"^, oü. -2* est une Substitution de ddterminant 1, 
laquelle sera par suite de la forme 

-2" 1= Ix, y Ox, e-'y\ 

oü est racine primitive de T^quation ö'-" = 1. 

On peut supposer p = ou 1, car K' contient la substitutioii «^, la- 
quelle est de la forme (32.), et il est ^videmment indilfi^rent de combiner 
aux substitutions de cette forme la Substitution S ou la Substitution n^^S, 
oü o est un entier quelconque. On pourrait mfeme supposer p = si F' 



• c--iii:r 1 *L_-^3ii: ~ l ^^ipii«*^*!]» vji'l ae jk <*>iineiiiie pas. et qa'on 
IT . = r ii-?^"3iZ ^ ^ -lüDioiira A'^ti: l*t füs^taQ derive des Bubsti- 
"ir:. »s — -r i* '. X k^"— J-Ln ic 'w»:* ru&i^./ni^bsw La sabstitation C 

^i^ -• irr::-^ - . = - /* rrn Zjh ii*:* r;kKi'öniie& du faiseean 

l-in. T = _ r TL2*-^.ii F '^n rm Di* r^iAsförmes du faiseean 

c£— - r* -cj^-^rnEr-ofr :;. -r ar * ^aiiKsaiiiia «l>C iaquelle correspond 

n*- ^j^^* -KT 1 - r-izL zrzr^ iiäiifr jt rr<«ia* Äcfr äabsdmtioiis enti-e 

-• i -^* ><:.:..- Ml. * ^Tjur-::'iL oi Tüa^-::ia F. ia iiL:;fcut>ÄJours p = et 
,i — t -lUiiit •••!-: : j~*«r*r f'-sitr^xmiiie r . (ttti le rmpport da coef- 

• c ; -... .; j- f i ;a ii«'iii> i I "Tltior? •iiscmctes dans les 
^ '^■.:..- .'^ * ^ :! T- -- c^ ui-c-^ 1 -rr JT uDaftTieiineni au premier 

ir: :^ ^ •^r.::.: ^ .r >* iarrr> iwc je* ?<tb^cinidoQS -56.) four- 

">.uii.i ^••r>*^ av*i; i = i. 5- ^ « ;ij«Hisuu le» resaltats, on 
.., . ^ si •t^.r.r. : iCN iiur»: i*r: .e* Äbiainri.His «,56.» fonmiront 






><i;.v'>>ia> HI .- airvni <K • xiSWkrtKttiw p» ä F, mais que 

f.ttt^ R: <« ^-»Jiars^ ösCB.«.*«* iaafe le* sobsomtions (56.). 

^.v^r».-. A -^ -».«'i-^ -'^- "»*»* ^ --JOKaaa: U subsdtution A', pour 

. »a « -I . j«- rwc*.'«* ^ coefficient de a ä 

N « , * -u«.u.>. V ««•'*' >•<* t*«««* *f I<mi«noD 1=1;« fai- 



i 
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d'aillenrs remplacer n par une quelconqne de ses pnissances impaires, on 
poorra snpposer n ^gal ä une puissance impaire de j\ et enfin 6gsA k j. 

Les substitutions (56.) r^snlteront ^videmment de la combinaison 
des puissances de la Substitution 

\x, y, z ix, iy, r^Ä| 

avec des substitutions oü a' = 1, lesquelles appartiendront k 0. 

Cela pos^, si ,a = 3, d'oü p = 0, ou bien a^ = 2, d'oü e = 1, le nombre 
des valeurs des rapports du coefficient de jss & ceux de x et de y dans les 
puissances de la Substitution (57.) ^tant 6 ou 8, on pourra appliquer les 
mßmes raisonnements que dans les cas pr^c^dents. 

On trouvera ainsi, que celles des substitutions de F pour lesquelles 
X et y ont des coefficients diff^rents, en fournissent 



fi^i 



n 



2ii 

par transformation ; et que celles oü ces coefficients sont ^gaux en four- 
nissent 



Ol — y 

"2477 



12. 



82. Soit au contraire ^ = 4, d'oü p = 1. La Substitution (57.) se 
rdduisant ä 



\x, y, z ix, y, i'^z 
dont la combinaison avec (56.) fournit les substitutions 

F r^sultera de la combinaison de celles-ci avec les *. 

Les rapports des coefficients de x, y, z dans ces substitutions ajant 
chacun 4 valeurs distinctes, chacun des groupes L\ M\ pourra appartenir 
soit au premier type, soit au second, soit enfin au type octa^drique. 

Si tous deux ^taient du premier type, on retrouverait encore les con- 
clusions pr^c^dentes. 

Supposons au contraire que L soit du second type, ou du type 
octa^drique; il contiendra une Substitution de la forme 

y, z bz, cy\. 

Donc H contient une Substitution de la forme 

S = |x, jf, « ax, bz, cy\, 
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m 

D'aillears, K^ ^tant octa^drique, H contient une Bubstitution de la forme 

^ = 1^5 tfy * ^y» ^^9 ^*|« 

En les combinant ensemble, on voit qne H contient une Substitution 
de chacune des 6 fonnes (48.) ä (53.). 

L'ordre de F 6tant 16 y, Tordre du groupe / fonn^ par les Substi- 
tution» de H qui lui sont pennutables sera donc 6.16<ip. 

Cela pos^, F contient 6^ substitutions oü les coefficients de x^ y, s 
sont in^gaux. Ces substitutions sont speciales ä ce falsceau ; et leurs trans- 
form^es seront en nombre 



n = 



6.16y 16 

Les autres substitutions de F ont d6jä ^t^ compt^es. En effet, celles 
oü a: et 9 ont le mSme coefficient ont ^t^ compt^es dans les faisceaux 
d'ordre 2(p et 3q> contenus dans K; et celles oü x et ä, ou y et s ont le 
mSme coefficient ont ^t^ ^galement compt^es, ^tant les transform^es de 
celles-lä par les substitutions d^riv^es de S et T. 

Remarquons d'ailleurs que les groupes K, L, M ^tant transform^s 
les uns dans les autres par ces mßmes substitutions, L et M' seront octa6- 
driques, ainsi que K'. 

R^unissant les -j^ substitutions que nous venons de trouver ä celles 



16 
en nombre 



in+%s2+-!i^n 



24 6) 

qne fonrnissent les transform<^s des autres faisceaux contenus dans K, et 
remarqnant d'ailleurs que dans les hypoth^ses actuelles on anra (0 = 4^, 
on tronvera pour le nombre total des transform^es des substitutions de K 

83. Supposons maintenant que a^ nait que les deux valeurs ±1; 
n^ sera une puissance impaire de t, et Ton pourra supposer n = t. Les 
substitutions (56.) r^sulteront de la combinaison de 

\^9 y^ « —^9 -yy « 

avec les *. 

Si ^ = 3 ou 4, les raisonnements ci-dessus seront applicables. Mais 
si it* = 2, la Substitution (57.) se r^duisant ä 

^5 y, Ä -^y y, ~Ä 
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F r^sultera de la combinaison des 4> avec les substitations de la forme 

et les groupes L, M pourront appartenir ä un type quelconque. 

Si tous deux ^taient du premier type, on raisoniierait eomme pr6- 
c^demment. Dans le cas contraire, nous remettrons h plus tard r^nnm^- 
ration des substitutions fournies par F et ses transform^s. Les antres fais- 
ceaux contenus dans K fourniront 

substitutions ; mais co = 2 9 ,* le nombre ci-dessus se r^duira donc ä 

84. Supposons maintenant K' t^tra^drique. II sera d^riv^ (N^. 33) 
de substitutions de la forme (32.) en nombre a}=r2X(p, jointes ä des sub- 
stitutions A, B, mC, et contiendra la Substitution (mC)^ = m^. 

L'ordre de F sera ^ a>, oü /^ = 2 ou 3. 

Si jC^ = 2, les raisonnements ci-dessus seront applicables, et les trans- 
form^es des substitutions de F^ autres que celles de la forme (ö6.) seront 
en nombre ^Si, celles des substitutions (56.) seront en nombre 



w — 



^ß = (a- w)^- 



12öi V" 24Ä 

85. Soit d'autie part .^ = 3 ; et supposons les substitutions de F ra- 
men^es ä leur forme canonique 

Xy tfy z aXy by^ cz 
On aura 3 valeurs distinctes pour — ; et un nombre pair de valeurs 
distinctes pour —^^i^ contenant la Substitution 

Cellc^s des substitutions de H qui sont permutables ä F forment un 
groupe / et sont toutes de Tune des six formes (48.) ä (53.). 

Mais aucune d'elles n'est de la forme (49.). Car eile aurait pour 
correspondante dans K' la Substitution 

S = |a?, y ay, bx\ 

permutable h, F, sans lui appartenir. 

18* 



140 Jordan, iquaiions diff<irentieUe$ liniaires ä iniigrale algibrique, 

Or nne semblable Substitution ne peut exister. En effet, IC est iso- 
morphe au groupe alternd entre 4 lettres a, /9, y, J, et F est form^ de 
eelles des substitutions de IC qui correspondent aux puissances d'une Sub- 
stitution circulaire temaire teile que («/3y). La Substitution correspondante 
k S serait permutable au groupe form^ par ces puissances, sans lui appar- 
tenir, ce qui est manifestement impossible. 

Les formes (50.) h (53.) sont ^galement inadmissibles. Supposons en 

eflFet, pour fixer les id^es, qu'on eüt une Substitution de la forme (50.). Elle 

transformerait chaque Substitution de F, teile que 

\x, y, z ax, by, cz\ 
en 

\x^ y^ z ax, cz, by\. 

Mais le groupe form^ par ces transform^es ne peut Stre identique ä F, 

c b 

— et — n'ayant pas le m^me nombre de valeurs distinctes. 

Les substitutions de / seront donc toutes de la forme (48.); donc / 
se confond avec F, et a pour ordre fi(o. 

Cela pos6, si — ®t "T" ^^^ chacun plus de deux valeurs, on voit 

ais^ment que les groupes L' et M' appartiendront au premier type. 

Le nombre des faisceaux distincts transform^s de F 6tant , 

Celles des substitutions de F oü a > 6 fourniront ^^"~ ^^ S2 = i£2 trans- 

form^es distinctes. 

Joignant ces substitutions ä eelles d^jä ^num^r^es, on voit que les 
Substitution» de K fourniront en tout 



^(>-^) 



24 A 

transform^es distinctes. 

86. Supposons enfin que -^, par exemple, n'ait que deux valeurs 

distinctes; F r^sultera de la combinaison de la Substitution A^ avec des 
substitutions de la forme 

\x, y^ SS axy by, bz\ 

et comme — a 3 valeurs, ces demi^res substitutions r^sulteront elles-m6mes 
de la combinaison d'une Substitution 

(58.) \x, y, z arxy ay, az\ 
oü T est une racine cubique de l'unit^, avec les substitutions de 4^. 
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La Substitution (58.) ayaut pour d^termiuaut 1, on aura a^T = 1, ce 
qui montre que a est une racine neuvi^me de l'unit^. En la d^signant 
par dj la Substitution (58.) deviendra 

\^9 Vi * 0'''^Xj Oy, Oz\. 
Son cube multipliant toutes les variables par une m6me racii^e cubique de 

« 

Tunit^, on aura y = 3 ; et les substitutions de F auront pour forme g^n^rale 

\x, y, z {^\ye-'^x, (-l)^ö^y, e^z]. 
Cela pos^, le rapport des coefficients de x et de « ayant six valeurs 
distinctes, M' appartiendra au premier type. Si L' y appartenait ^galement, 
les raisonnements prec^dents seraient applicables. Dans le cas contraire, 

^ ayant 2 valeurs, L' sera du second type ; car s'il ^tait de Tun des types 

poly^driques, H contiendrait une Substitution de la forme (50.) ce qui a ^t^ 
d^montr^ impossible. 

87. Celles des substitutions de L qui multiplient y et z par un m€me 
facteur constant sont les 9 substitutions 

et l'ordre de L' sera ^gal ä 18/^ en d^signant par 9/ l'ordre du groupe A du 
premier type auquel les substitutions de L' sont permutables. 
On aura < > 2. En eflfet, les 18 substitutions 

\y, z i-iye^y, e^zi 

que nous d^signerons par v^^, i^,, ... forment un faisceau V contenu dans 
V. Soit S une autre Substitution de V; ce groupe contiendra les 36 sub- 
stitutions 

Vi, y'2, ..., Sipi^ Stfj^^ ... 

^videmment distinctes. Si / ^tait ^gal ä 2, il n'en contiendrait pas d'autres. 
Donc les substitutions 

qu'il contient ^galement , et qui diflfferent de t//, , V', , . . . , se confondraient 
ä Tordre prfes avec St/^i, Stp2, ... Donc S serait permutable au faisceau 
?P, et par suite serait de la forme 

y, z bz, cy\. 

H contiendrait une Substitution correspondante 

X, y, z ax, bzj cy 

ce qui est impossible. 
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88. Cela pos^, prenons an lieu de y, z de nonvelles variables y', z 
choisies de mani^re ä ramener ^4 k sa forme c»ioniqae. 
Ses subätitations seront de la forme 

oü le rapport y aara / valeurs distiuctes. Les substitations correspondantes 
de H forment an faisceau 

(59.) |x, y\ «' ax, by\ cz 



c c 

oü chacuii des rapports — , -r- a aussi au moins 3 valeurs distiuctes; car 
parmi ces substitutions se trouve la suivaute 

jjT, y, 3 e-'x, dy, ez\ = \x, y\ »' O'x, Oy^ Oz' 

oü ce rapport est une racine cubique de Tunit^. 

Le faisceau (b9.) est douc Tun de ceux dout on a pr^c^emment 
^uumcSr^ les substitutions (N^s. 74, 78, 80 k 83 et 86). 

89. Si donc nous voulons ^num^rer les substitutions de F, il faudra 
exclure celles de ses substitutions qui lui sont communes avec le faisceau 
(B9.), <»/est-k-dire toutes celles oü y et « ont le mfeme coefficient. II faudra 
exclure 6^alenient les substitutions pour lesquelles x et y ont le m€me 
coeffi(^ient, colles-ci ayant ^t^. ddjä compt^es. 

( 'CS Auppressions faites, il restera dans F les substitutions de la forme 

X, y, z -^d'^x, -<?-y, O'^z] 

oü <K {) niod. H. Klles sont en nombre 6, car o pourra prendre 6 valeurs 
diritinctcH pur rapport au module 9. 

D'aillours F contient 18 substitutions et le groupe / form^ par les 
Mubutitiitions de // qui lui sont permutables se confond avec lui (N^. 85); 

F Hura donc .^ transform^s distincts; ce qui donnera 

MubMiilutionK douvoUch (toutes distiuctes ^videmment, puisque M' appartient 

mi pronilcr fypoV 

La trHUMforniHtion de K foumira donc en tout 



ißtU-2«)^ + *^ = **^ 



niibMliliilionN noiivolloA {l <Stant ici ^gal k 1). 
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90. II ne nouB reste plus k examiner que les faisceaux F teU que 
dans lenrs snbstitntions 

— n'ait que deux valeurs distinctes, ± 1, et qa'aueun des groupes K'^ L\ 
M' ne soit t^tra^drique ou icosa^drique. 

Supposons d'abord que — ne soit pas constamment ^gal ä + 1. H 

/• 
en sera ^videmment de mSme de y 

On peut admettre que K' n'est pas octa^drique; car le faisceau F 
serait Tun de ceux pr^c^demment ^tudi^s (N<^. 82.). 

Quant k V et M\ ils appartiendront au premier type, car si L\ par 
exemple, appartenait au second type, ou au type oeta^drique, H contiendrait 

une Substitution de la forme (50.), qui serait pennutable k F, ce qui est 

6 c 
absurde, les rapports — et — n'ayant pas le m6me nombre de valeurs. 

On voit de la m^nie mani^re que H ne peut contenir aueune Substi- 
tution des fonnes (51.), (52.), (53.). Si donc on d^signe par 2p <p Vordre 

de F, le nombre des faisceaux transform^s de F sera -^. , / ^tant ^gal 

ä 1 ou ä 2, suivant que H eontiendra ou non une Substitution de la 
forme (49.). 

91. Cela pos^, celles des substitutions de Fpour lesquelles - =—1 
sont en nombre pcp et foumiront par transformation 



£2 = 



2lp(f 21 

substitutions distinetes. 

Consid^rons d'autre part les p(p substitutions de la forme 

(60.) |ar, y, z ax, ay, cz\. 

Deux cas poun-ont se präsenter: 

92. 1". Si Vordre du groupe fC, lequel est ^videmment un multiple 
de 2lp(p, est ^gal k 2mp(p, m ^tant >>2, les substitutions oh a = b auront 
d^jä ^t^ compt^es. 

En effet, K\ n'appartenant pas aux types poly^driques, et ayant son 
ordre >2/iy, appartiendra au sßcond type, et eontiendra un faisceau / 



m JwtBtwn. -^pMMtM» SfmtUieiles lifUairei ä inUgrale algäprique. 

tjTW* wm^m. yammoMfi k ^e^ rabstitntions. Soient x', y\ les variables 
jffi tt M m mm c x » 6>r«te canonique 

. x\ y' a V, 6y |. 

b' 

T 'W?» 'Ä?rrne dvne sabstitntion de cette forme, oü —r est racine 

«.T«» w 'jjute. j«Hsfie aax substitutions 

X, y ax, ay\ = ja:', y' aa?', ajf'|. 

^^^u^' «L iw^wia F, d'ordre 2p(fy il r^ultera de la combinaison des snb- 
jQj^ogcfrxa^ .^^- ^vei' ane Substitution de la forme 

(61.) \x\ y' ay\ ßx'\. 

$M J le faisceau form^ par les substitutions 

(62.) \x\ y\ z aV, b'y\ es\ 

^ K ^ni (^>m>spondent ä celles de «T. Les rapports — ^ , ^- auront chacun 

^nUi» 4^ d^ux valeurs. Supposons en eflfet que ^, par exemple, fftt tou- 

Kmr« ^(C^l i^ ± 1 ; «/ contient la transform^e 

Ix'y y\ 9 b'x\ a'y'y c*' 

do v*W,) par (61.); donc ^, serait ^gal ä +1. Donc -^ serait aussi tou- 

)oui^ 0|ral k ± 1, contrairement ä Thypoth^e. 

ho faist'cau J sera donc un de ceux ^tudi^i plus haut; et les sub- 
nldutiouH (60.) y auront d^jk et^ compt^es. Donc Fet ses transform^ ne 

fuuriiiront quo ^ ou . substitutions nouvelles, suivant qu'on aura /=1 ou 2. 

\VX 2*'. Si m = 1. IT se r^uisant k Fy appartiendra au premier 
t^vpt^t <^t V fournira par transfoimation 

2p5p-9 ^ ^ ^ ip-i 

2pf» 2p 

NulmtitutiouA. 

1)4. .H**. Soit eniin m ^ 2. fC contenant F et ayant un ordre double 
dn roliii do F r^sultera de la combinaison de F avec une Substitution 5 
porniiitRhlo k F (N^. 87), laquelle sera de la forme 

On liiim donc /-^ä; ot coUos des substitutions de F oü a^6 donneront 

' tniiiHfornu^oH, (^^Uos oü a ---• 6^r sont en nombre (»— l)y, et donneront 
•I 



■v 



Jordan, equations diff^rentielles Uneaires ä integrale alg^brique. 145 

^~ ^^ *ß = -1 1— transform^es. Le total des transform^es fournies par 

4p<p 4 4p ^ 

F sera donc 

Ce nombre se r^duirait ä -j- si Ton avait ddjk compt^ les substi- 

tutions oü a = 6, ce qui arriverait si les faisceaux autres que F et contenus 
dans K avaieut ddjk 6t6 consid^r^s avant lui. 

95. II ne nous reste plus qu'ä cousid^rer les faisceaux F tels que. 
dans toutes lenrs substitutions 

X, y, z ax, by, C!s\ 
les rapports des coefficients deux ä deux soient ^gaux ä ±1. 

Ces substitutions seront de 4 sortes contenant chacnne q) substitutions: 

Celles oü a = 6 = c. 

Celles oü a= b^—c. 

Celles oü a = —b = c. 

Celles oü — a = 6 = c. 

Les substitutions de la premi^re sorte sont celles de *, qui ont 
6t^ compt^es. 

Celles de la seconde sorte, ötant ^chaugeables aux substitutions 

X, y, 9 ctx+ßy, a'x + ß'y, yi\ 

du groupe K^ donneront par transformation ~-ß substitutions, i/j ^tant 

Vordre de K. Mais il se peut que ces substitutions aient 6t6 compt^es. 

EUes Tauront ^t^ n^cessairement si VS lequel est un multiple de 
4(/), ordre de F, est sup^rieur ä 8y. 

Consid^rons en effet le groupe K' form^ des substitutions 

^> y cix+liy, a'x + ß'y\: 

il a ^videmment le mfeme ordre que K. D'ailleurs celles de ses substi- 
tutions qui correspondent aux substitutions des deux premi^res sortes sont 
en nombre 2(p. 

Si ce groupe est poly^drique, il contiendra un faisceau d'ordre 6y, 
dont les substitutions, ramen^es ä la forme canonique, seront 

X, y' ax', b'y 

— ayant trois valeurs distinctes. 

Journal fQr Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 a. 3. 19 
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Sil est du second type, et d'ordre 4m y, oü fii>2, il contieiulra 

un faisceau analogue oü —j aura m valeurs distinctes. 

Dans Tun et Tautre cas H contiendra un faisceau 

\x\ y\ z €lx\ b'y\ cz\ 
dont fönt partie les substitutions consid^r^es 

\x, y, a ax, ay, — a»| = >', y\ & ax\ ay\ -a»|, 

et — ayant plus de deux valeurs, les substitutions de ce faisceau auront 

ete ^num^r^es. 

Pour que les substitutions en question doivent etre compt^es, il taut 
donc, ou bien que K^ soit du premier type, auquel cas il se confondra avec 
le groupe F' form^ par les substitutions correspondantes ä celles de F, 
en nombre 4y, ou qu'il soit du second type, et d'ordre 8qp. 

Si donc les substitutions considerces n'ont pas encore ^t^ compt^es, 
on aura v^ = 4y ou 8y,- et par suite 

1// 4 8 

Les substitutions de chacune des deux autres sortes donneront de mßnie un 
nombre de substitutions nouvelles ^gal k t- ou Ji x- ou k z^ro. 

Tout autre faisceau analogue k celui que nous venons de consid^rer 
donnerait des r^sultats de meme nature. 

96. L'^num^ration des substitutions de H est maintcnant termin^e. 
Lc nombre total 6tant i2, il r^sulte de Tanalyse preeedente qu'on aura 
requation fondamentale 

(p + £lS = il 
d'oü 

(63.) n = ^^^. 
-2* etant une somme de termes des formes suivantes 

^""mT' ^""IhT' ^' ^^' ^~"24r' 2I. hm ' i' ^^' «^ 

oü /r= 1, 2, 3 ou 6, et oü m est assujetti aux restrictions suivantes: 

1". Si Ä = 3, m ne contient de facteurs preniiers de la forme 3f— 1 
qu'k des puissances paires. 2". Si ä =. 6, m est carr^ ou triple d'un carr6. 
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§. 2. Hechorche des solutions de requation fundamentale. 

97. II nous reste ä tliscuter requation (63.). Mais nous simpli- 
fierons iiotabl erneut cette ^tude k Taide des remarques suivantes. 

Remarque I. Si M designe le denominateur de tun quelconque des 
termes de S^ £2 sera divisible par M(p, II sera dCailleurs >> Mq>. 

En effet ce terme a ^t^ obtenu par la consid^ration d'un grou])e 
d'ordre Mip contenu dans H. Donc Mip divise il. 

D'aillcurs ce groupe d'ordre Mip appartient k riin des types du N<^. 62. 
Donc si H n'appartient pas lui-m6me ä ces types, son ordre i2 sera > Mip. 

98. Remarque IL Si H contient deux groupes I et J, contenant 
eux-memes 4^, et ayant respectwement pour ordres rip et scp; et si itailleurs 
la Serie des transformees des substitutions de I par Celles de H, et la serie 
des transformees des substitutions de J nont aucune Substitution commune sauf 
Celles de 4>, S2 sera divisible par rs(p. 

En effet, soient ^0=1, V>i7 92? ... les substitutions de *,• «,, = !, 
f , , . . . , i^ 1 des substitutions convenablement choisies dans /; on sait que 
les substitutions de / seront de la forme ia(Pß9 chaque Systeme de valeurs 
de a, fi fournissant une Substitution diff^rente. 

Les substitutions de J pourront de mßme se mettre sous la forme 
jy^Sf h = 1, ji, . . ., j,-i ^tant des substitutions convenablement choisies, et 
chaque Systeme de valeurs de y, (5* fournissant une Substitution diff^rente. 

Cela pos6, soit S une Substitution quelconque de H; ce groupe 
contiendra les rsip substitutions 

lesquelles seront distinctes. 

Supposons en effet qu'on eüt 

(64.) iaVftSjy = ia'(pßSjy. 

On en döduiräit 

S~^ (pß' C'* «a %) S = JyJy.\ 

« 

Le premier membre de cette ^galitö est la transformöe par S d'une Sub- 
stitution de /; le second est une Substitution de /; ces deux substitutions 
ne pourront Stre ögales, par hypoth^se, que si elles appartiennent ä 4>. 
On aura donc 

19* 



♦ = *. ^ = «'» 

m ' - - - 



-^ ' «n tfi ötönr r = r_ t~f. 

-H»- ^ Das: snmiim«!!» inmäikies m pcsrent «re Egales qoe si 
ritt» *i!ir iifcacuni:». 

S I r^manr hib k r,„ «äma»». »it T Inie de celles qui 
«tn -vm- ÖCTiirR V* mt» ns» unr«: eü« smc dement digtinctes des 
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& ^ iimr^ Ä »Bct w«$ Lt CMme /«ya,- et comme 

l;^> »-"*,% »<•*. «iuiTn !■■ A I. war« » ■wäre soos la forme i,^ . 
» >«rstt iiwar »«r T nw ssarrrüiiafa « k SK«e t,^r,S;,, et T serait, 
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ou 24 y qui a produit Tautre terrae; et il r^sulte de notre analyse que leurs 
transform^s n'ont pas de substitutions communes, sauf les *. 

101. Corollaire III. Si -2" contient nn terme — -, o« Ar=l 

km 

ou 3, et un terme ^ ou {-^ S2 sera dieisible par 2mq); il le serait par 4t:m(p, 

si -2" contenait. aeec le terme — -, — , un terme A* 

' km ■ " 

Soient en effet 

X, y, « ax, by, cä| 

les substitutions du faisceau F qui a donn^ le terrae -r — ; K\ V, VF les 

groupes coiTespondants d^fiiüs au N<^. 74; et qui, par hypothÄse, appar- 
tiennent au preraier ou au second type. Si Tun deux, tel que Ä*, appar- 
tenait au second type, il contiendrait une Substitution de la forme 

\x, y ay, bx\ 

et H contenant la Substitution correspondante 

\x, y, z ay, bx, cz\ 

le norabre k serait pair, contrairement ä ce qu'on a suppos^. 

Donc K\ L\ M' sont du preraier type; et les substitutions de F et 
de ses transforra^s n'appartiennent chacune qu'Ji un seul faisceau (N^. 74). 

Or un terme de la forrae i ou ^ dans Fexpression de -2* serait 
produit par un faisceau F d' ordre 2p q> (N^^. 90 ä 94) ; un terrae de la forme 
i serait produit par un faisceau d'ordre 4 (p (N^. 95). Ces faisceaux et leurs 
transforra^s n'ayant aucune Substitution coraraune avecFet ses transforra^s, 
on pourra appliquer la proposition du N<^. 98. 

102. Reraarquein. Vexistence dans 2 dl* un terme —^ entraine 

en general Fexistence d*un terme ^ ou de deux termes j^, sauf les excepfions 
suitantes, 

V\ Si m = 9 ou 21 ^ ces termes pourront etre remplaces par un 

terme ^J« 

2". St m = 12 on pourra naeoir qtiun seul terme egal ä j;^ 
3". Enfin si »1 = 3, ces termes pourront ne pas exister, 

Soient F le faisceau qui a fourni le terrae -^ — ; 

\x, y, z ax, by, cz\ 

ses substitutions. Les coefficients a, 6, c seront (N^. 76) les puissances d'une 
racine irr^ductible d'une ^quation binörae ^ = 1 ; et F contiendra entre 
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autres öubötitutions les suivautes 

(65.) P = \x, y, z e-'x, d 'y, ö « , 

(66.) \x, y, z e-'x, Ö'y, O'zy 

Soient Ä, L, M les groupes dc^finis au N<^. 74; K sera deriv^ des 
substitutioiis de F, jointes k des substitutions de la forme 

(67.) \x, y, z (ty, ßx, yz\. 

103. Soit 5 Tun des faisceaux autres que F contenus dans K. II 

coiitiendra une Substitution S de la forme (67.) et s'obtiendra en la com- 
binant avec celles des substitutions de F qui lui sont ^changeables, les- 
quelles auront pour forme 

(68.) \Xf y^ z axy ay, cz\. 

Kemplagons x, y par d'autres variables x, y\ choisies de mani^re k ramener 
5 k sa forme cauonique 

S = \x\ y\ z i'äßx\ -i-«/?y', y^j. 

Les substitutions (68.) deviendront 

» 

et en particulier P deviendra 

\x\ y\ z e''x\ e-'y\ e'zi 

Dans les substitutions de fj, le rapport des coefficients de x\ y' sera par- 
tout ^gal k ±1. Au contraire, le rapport des coefficients de « k ceux de 
x' et y', prenant dans les puissances successives de P les valeurs ö^, ^, Ö^, ... 
aura plus de deux valeurs distinctes si Ö® ^ 1, et plus de trois, si Ton a en 
m€me temps Ö"^l. 

Admettons donc que ces rapports aient plus de deux valeui'S dans 
les substitutions de ^ ; Ä ne pourra contenir aucune Substitution des formea 
(50.), (51.), (52.), (53.) (N^ 90). 

Soient donc L^ M les groupes respectivement form^s par les substi- 
tutions de H qui sont de la forme 

|a?', y', z ax', ßy'+Yz, /3y + y'«|, 

ja:', y', z ax' + )^z, ßy', aV + y'«|. 

Le groupe V form^ des substitutions 

appartiendra an premier type, ou au tyjfe t^tra^rique; ce demier caa ne 
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pouvaiit (Vailleiirs se präsenter que si le rapport des coefficients de y' et de 
z u'a que trois valeurs dans los substitutions de 5; ce qui suppose Ö"= 1. 
Le groiipe M' form^ des substitutions 

appartiendra de m6me au premier type, sauf le cas ou Ö^ = 1 , auquel cas 
il pourrait 6tre t^trac^drique. 

104. Raisonnons dans le cas g^n^ral, oü V et M' appaiüennent au 
premier type. Le faisceau fj appartiendra ä Vesp^ce consid^röe au N<>. 90 

et fournira par ti'ansformation -g. substitutions nouvelles, / 6tant ^gal k 2 

ou k 1, suivant que K contient ou non une Substitution de la forme 

Or soit w le nombre des substitutions de la forme (68.); fjiio Tordre 
de F; K contiendra 2acü substitutions, dont ^acu de la forme (67.), parmi 
lesquelles cw appartiendront k '^. Le nombre total des faisceaux 3» iJ'?-*- 
analogues k 5 ^^c Ä' contient est donc ,a, et chacun d'eux a pour ordre 
2 cü. D'ailleurs celles des substitutions de K qui sont permutables k % sont 

^videmment en nombre 21 w; Jt aura donc J^,^ transform^s. 

Si donc / = 1 , les groupes 5, 5', ... seront les ti-ansform^s d'un 
seul d'entre eux, founiissant dans -S" le terme 4* Mais si /=2, cbacun de 

ces ^l groupes n'ayant que -^ transform(5s, ils se partageront en deux s^ries 

fournissant chacune un terme ]• 

105. On voit donc que les substitutions du groupe K, ^tant trans- 
formees par les substitutions de H, foumiront en tout 

substitutions distinctes. 

Ces substitutions n'appartiendront k aucun faisceau, autre que ceux 
qui sont contenus dans K et ses transform(5s. 

En effet, cela rdsulte pour celles des substitutions de K qui appar- 
tiennent k fj de ce que les groupes L\ M' appartiennent au premier type. 
Quant aux substitutions de F, celles oü a^b^c n'apparticnnent qu'k un 
faisceau ; celles oü a = b, oü 6 = c, oü a = c appartiennent respectivement 
aux faisceaux contenus dans Ä', L, M. Mais K, L, M sont transfonn^s les 
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uns dans les autres par la öubstitution de la forme 

^^ »5 « oy, bz, ex 
que H coutieut. i^ 

106. Ces cons^queiices poiirraieut cesser d'avoir lieu, si ^tant 
iiue racine 9'^"^® de runit^, Tun des groupes L', M' (3tait t^tra^drique. La 
eoiisid^ration de ce groiipe doimerait dans 2 un terrae ^l» D'ailleurs les 
substitutions de F ötant de la forme 

(69.) \x, y, z e^x, e^y, " ^z^. 
oü a et ß peuvent varier de ä 8, on aura my = 81, si F contient toutes 
les substitutions (69.) et comme ou aura ^videmment dans ce cas y = 3, 
on aura m = 27. 

Si F nc contient pas toutes les substitutions (69.) il contiendra au 
moins celles qui ddrivent des substitutions (65.) et (66.), lesquelles forment 
le tiers du total. On aura donc m(p== 27 et y = 3, d'oü i» = 9. 

107. II uous reste k consid^rer le cas oü ff' = 1. Les rapports 
des coefficients a, 6, c dans les substitutions de F devant prendre plus de 
2 valeurs, sera ndcessairement une racine cubique, ou une racine sixi^me 
de l'uniti^; de plus, F devra contenir, non seulement les substitutions (65.) 
et (66.), mais toutes les substitutions (69.). 

Si ö^ = 1, on aura fw = 3, y = 3. Ce cas 6chappe ä nos raisonnements. 

108. Soit ff' = 1, d'oü fw = 12, ^ = 3. Consid^rons comme tout k 
rheure le faisceau fj d^riv6 de la Substitution 

(70.) S = \x, y, z ay, ßx, Y^\^\^\ y\ « \^^x\ -yl^y\ yz 

et des substitutions de F 

(71.) \x,y,z 6'x,e'y,e-'''z\^\x\y\z & x\ Q* y\ 6 ^' z\ 

oü a: et y ont le mfeme coefficient. 

Les rapports du coefficient de » k celui de a? et k celui de y ont les 
deux valeurs ±1 dans les substitutions (71.) suivant que l est pair ou 
impair. Ces rapports auront donc dans les substitutions de % un nombre 

pair de valeurs, lequel sera >>2 si Ton n'a pas y = ±l^ä^ On pourra 
donc, si cette ^quation n'a pas lieu, appliquer tous les raisonnements pr^- 
c^dents, et en d^duire Texistence dans -5* d'un terme ^ ou \ foumi par le 
faisceau %. 

Supposons au contraire qu'on ait y^ =^aß. Fcontenant la Substitution 

T= \xy y, z ex, y, 0-'z\ 
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K contiendra le produit 

TS = \x, y, z ay, ßOx, yO 'z\ 
oü l'^quation analogue k y^ = aß ne sera plus v6rifi6e. Le faisceau 5' 
d^riv^ de TS et des substitutions (71.) fournira doiic un terme i« 

109. Ces pr^liminaires pos^s, procddoiis k la discussion de V6qua- 
tion (63.). 

Premier cas: -2* contient un terme de la forme 1 — -tkkv-* 

Ce terme sera unique; autrement 1 — -2* serait ^videmment ii^gatif. 
ce qui est absurde. On aura donc 

n = ^^ ^ 120Ay. 

'-^ + T2ÖT 
Mais i2 contient un groupe K dont les substitutions sont de la forme 

\x, y, z ctx + ßy, ax+ß'y, yz\ 

ayant pour ordre 120 Ay et tel que le groupe correspondant K' form^ des 

substitutions 

\x, y ax+ßy, ax+ß'y\ 
soit icosac^drique. 

Les groupes Q et K, ayant le meme ordre, se confondront. Le 

groupe i2 sera donc l'un de ceux d^jk signalc^s (N<^. 62.). 

On voit de mßme qu'on doit rejeter Thypoth^se oü -2* contiendrait 

1 1 

un terme de Tune des formes 1—401-7 l'^^ZT' 

110. Ces trois formes 6cart6es, pour simplifier la discussion des 
autres cas, nous distinguerons les termes — r^— en quatre classes, ^—^ 



suivant la valeur du coefficient A. 



2« ' 3p ' 67 

Q—i 

Lorsque k un terme -^ — sera associ^ un terme ^ ou deux termes 

l (N^ 102), nous les grouperons en un seul ( ^7" +^)' 

Les termes -~ — qui fönt exception au th<5or6me du N<^. 102 auront 
pour yaleur num^riqul 

i? si 9 = 27, 



14 8 



L S 



T 



(7=9, 
9= 12, 

q = S. 
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D'ailleurs -2* ne pourra contenir de termes ^J, ^ h, T^tat isol^ que 
s'il contient un terme J|; et de termes \^ que s'il contient un terme \' 

Enfin, pour plus de simplicit^, nous fondrons en un seul terme -^ 

les termes de la forme |, \^ i qui n'auraient pas ^t^ group^s avec des 

termes ^J" , et ceux des termes ^!!^— ^,"" , ^'T , ^I~ dont le d^no- 

minateur diviserait 8. 

On r^unira de mSme en un seul terme -k- ceux des termes ***"" 



n— 1 p-r-l q—i 



dont le d^nominateur divise 9. 
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Cela pos^, -S" sera exprim^ par une somme de termes des formes 

suivantes M, i|, ^f, "^ ' "T^' "^^^ ^07" + *' *^' ^^' ^*' "J' "9 
avec les restrictions suivantes: 

»i>4^8^9, 

» > 4 ^ 9. 

D'autre part, p ^tant >4 et n'admettant qu'k des puissances paires les 
facteurs premiers de la forme 3i — 1, on aura 

Enfin q est carr6 ou triple d'un carr^, et >4; on aura donc 

q^9. 
111. Deuxi^me cas: JS contient un terme ||* 
Ce terme ne peut fetre unique, car £2 ne serait pas un multiple de 
y, comme cela doit fetre. 

D'ailleurs 1 — -S* devant etre >0, les termes compl^mentaires ne 



pourront appartenir qu'aux formes suivantes -^ — , ^f , ^V? "f"? 9 (<5ar 

un terme || entratnerait Fexistence d'un terme ^). 

1'*. Si dans la somme S des termes compl^mentaires figure un terme 

^J" , il ne peut 6tre seul; car on aurait 

r^sultat absurde, SI devant 6tre un multiple de 3p (p (N^. 97). 

Mais p ^tant > 7, -^ — > ^« Si donc -S" contenait quelque antre 
terme, il serait >>1, ce qui est absurde. 
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2". Si S contient un terme H, eile ne pourra contenir plus d'un 
autre terrae, et de qlielque mani^re qu'oii le choisisse, — serait fractiounaire. 

3". Si S contenait deux termes ^V, — serait ou n^gatif ou fractionnaire. 

4". Si S contient un terme dgal ä ^V? — s^™ n^gatif ou fraction- 
naire, ä moiils qu'on ne pose 

ce qui donnera 

n = 8.27. (p. 

5". Enfin si S se r^duit h, la forme -f- + -^? ^^ «wra 



« ß 27-9a-8/? 

D'ailleurs 12 doit 6tre >>0 et divisible par 24 9) (N^. 97) et mßme 
par 3.249) si /J>0 (N«. 100). 

On ne peut satisfaire k ces conditions qu'en posant a = 2, ß = 1 

n = i2(p. 

112. Admettons d^sormais que JS ne contienne aucun terme j|* 
Elle ne contiendra par suite aucun terme ^f ou ^' 
Troisi^me cas: -2" contient un terme |^- 

S'il ^tait seul, — serait fractionnaire. 1— 5" ^tant positif, la somme S 
des termes compl^mentaires sera exclusivement formte de termes -«— - 7 ^1 ^ ' 

1". Si S contient nn terme -^^ — , il sera seul (sinon 1 — 2 serait 

n^gatif), et l'on anra 

r>_ y _ ^P» 

p-1 - 32-p • 

Mais S2 est divisible par 96p </> (N». 100). Donc j» = 31, 

S2 = 96.319). 

2". Si S est de la forme -0- + -^? on aura « + /?<: 3, (sinon 1 — X 
serait n^gatif); et par suite 

S2 



5-p:grr<^«*' 



ce qui est absurde (N". 97.). 



20 
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113. Quatri^me cass: 2 contient un terme ^|- 

Ce tenne ne peut 6tre seul, car — serait fractionnaire. I^es termes 

c.ompl^meiitaires auront la meme forme qu'au cas pr^c^dent 

p—i 
1". Si S c.ontient im terme — « — , il sera seul, et Ton aura 

Mais il est divisible par 48p r/j. On aurait donc p = 15, valeur inadmissible 
(N^. 77) comme conteiiant le facteur 5 ä une puissance impaire. 

2". Si 5 = 1^ + 4' ^" ^"™ i2<0 si « + /^>2; i2<48(p si 
a-\-ß^2] Tun et l'autre est absurde. 

114. II reste k discuter les cas oü JS est exclusivement form^ de 
termes 

m ' 2n ' 3p ' ßq'^^' ^^' 8 ' 9 " 

Cinqui^me cas: -2 contient un terme 

Soit S la somme des autres termes. Oii aura 



n = 



tf (f 



l_J!!^^S -S+ * 



tn tn 

Or i2 >m(/) (No.97). Dom-. S>0. 

D'autre part, m ^tant au moins ^gal k 5, on aura 

0<l--2'<l-i-S, d'oü S<:i' 

II faudra par suite supposer S = ^ ou ^ • 
V\ Si S = 4^ , on aura 

Mais il est divisible par 4m 9? (N^. 101). Donc 8— m divise 2; m = 6 ou 7. 

Si «1=6, i2 = 24</>. 
Si m = 7, i2 = 56y. 

2'\ Si S = ^, on aurait i2 = ^— ^ • II devrait etre divisible par 
Sm<p. Donc 9— m divise 3; m = 6 ou 8. 
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Mais i»^8 (N^llO); doiic on aura 

m = 6, i2 = 18(p. 

115. Sixi^me cas: 2: contient deux temies 



2n ^ 2n 

Soit S la öomme des autres termes: on aura 



n = 



V ^ ^ 



2n 2n' ' "^ 2w "^ 2n' 

Si etant > 2«f/), (N«. 97) on aura 

-S + ^ < 0, et a fortiori S > ü. 



2n' 
D'autre part, S2 ^tant >0, et «, «' au moins ^gaux k n, on aura 

Donc S= j^ ou ^• 

1". Soit S = ^, et supposons «' ^ n. On aura 



Si fi' = 7: 



Ö<-i + i + i<-*+n^^ d'^^^ ^'<8. 



*^ 2» ^" 



— • 



Or il est (livisible par 2n(p et 7«y (N»». 97 et 99); donc 28-3« divise 4, 
d'oü « = 8 ou 9. Mais « ^ 9 (N». 110). Donc w = 8, d'oü 

n = 2.7.8</5. 

Si «' = 6, i2= jo—^ • ^^ ®^* divisible par dtup. Donc 12—« 
divise 4; et Ton pourra poser 

»-8, d'oü ß = 48y, 

« = 10, d'oü i2 = 120ff, 

« = 11, d'oü ß = 4.6.119). 

Enfin, si «' = 5, S2— ö^—-] 20 — « divisera 4; d'oü 

« = 16, n = 160<p, 
« = 18, i2 = 360</5, 
« = 19, 12 = 8.5.199. 
2". Soit S = ^, «' < «. On aura »' < 9. 
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Si «' = 8, ^2= Y2_7n ' ^^ '^ ®** diviaible par 2h (p, nn'<p, 3h<p 
(N«».97 et 99). Donc 72-7« divise 6; d'oü 

« = 10, n = 9.8.10(p. 

m 

Si «' = 7, n = ga'l"^^ ; 63-5« divisera 6; d'oü 

« = 12, 12=6.7.129). 

Si «' = 6 , i2 = .^."^ ; et 18 — « divise 6 : d'oü les solutions 

« = 12, a = 72</5, 

« = 15, n= 180(p, 

« = 16, i2 = 18.16«p, 

«=17, ß = 36.17y. 

Knfiu, si «' = 5, i2 = ' ^ ; et comme il est divisible par 2« </>, 
nn'<p, Sn(p, 45 — » divisera 3; d'oü les solutions 

« = 42, i2 = 6.5.42y, 

n = 44, i2=18.5.44y. 
116. Septiöme cas: -5* contient un seul terms de fespece 

La somme de ces termes ^taiit >> T*a + ^+?? oii aurait 1— -2'<:0, 
Hi ^ contenait un autre terme, lequel serait au moins ^gal k ^^ 
(yCB tcrmcs ötant bouIs, on aora 



2n dp 3p' *^ 2n ^ 3p ^ 3p' 

/> et /»' «Stallt ^ 7, 12 serait < si « ^tait ^ 7. 
1". Soit donc « = 6. On aura 



n = 



9 






3p ' 3p' 

Holt p' <^ pi ^ serait n^atif si p' dtait !> 8 ; • donc, vn les restrictions im- 
poM^cM k p' (N». 110), on aura p' = 7, d'oü 

^ 3.28p9) 

^ 28- 3p ' 
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28 — 3p devra diviser 4 ; et comme p ^ 8, il faudra poser 

p = 9, i2 = 3.28.9y. 
2'\ Soit « = 5, d'oü 



n = 



V 



1 1 



Si p' <; p, 011 aura p' < 10, d'oü p' = 7 ou 9. 

Soit d'abord p' = l, d'oü Sl = ^§1^ ' ^^ ^^^* ^*^^ divisible par 

2«<p, 3/1 y, »P9^5 /'pV Donc p doit 6tre pair, et 85 — 2/1 se r^duire k 
runitö; ce qiii est contradictoii-e. 

Soit enfin p' = 9, d'oü 12 = ^k 4 ; P devra etre pair, et 45—4/? 

divisera 3; ce qui est contradictoire. 

117. Huiti^me cas: 2 contient »n setU terme —= — , et un seid 



lertne 



2n 



3p 
Soit 5 la somme des autres termes; on anra 



i2 = 



<f> __ <p 



i-^-^-^-S 4-S+4r+ ' 



2n 3p • ' 2» ' 3p 

Comme « ^ 5, p^l^ il faudra, pour que £2 soit positif, qu'on ait 

i-S+i^ + ^V>0, d'oü S<^V^. 
On a d'autre part ^>2n(py d'oü S>^- 



S 6tant compos^ de termes ~ hl, li? -f-? -^ (^n terme |J en- 

tratnant d'ailleurs l'existence d'un terme f ) ne pourra satisfaire aux deux 
in^galitds ci-dessus que s'il est ögal ä f , k | ou k ^+i- 
V\ Soit d'abord S = f, d'oü 

n = ? 

1 1 



2ii ' 3p 

Si ^tant > et p ^ 7, on aura 

-V^ + ^ + y4->0, d'oü «<14. 

Si /i = 13, i2= 52—7 '^ ^* comme il est divisible par 3p y, 
»py, 2p (p (N^^ 99 et 101), 02 — Ip devrait diviser 2, ce qui est absurde. 
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Si «=12, i2= _^^ ; 8— p divisera 2: donc p=7, 

i2 = 24. 7y. 

Elltill, si n^ll, i2 sera negatif d^s que p sera ^gal k 9: donc 

28110) 
p=7, d'oti /2=F |4_ • 11 est divisible par pn(f. Donc 14 — » dmse 4: 

d'oh n == 10, i2 = 280 y: Solution inadmissible , £1 devant fetre divisible 
par 3p <f. 

2*'. Soit 5 = 1, d oh 



n = 



T 



-''•+2^+37 



p nayant de faeteui's premiers Bi— 1 qu'k des puissances paires, sera Tun 
des nombres 7, 9, 12, 13, 16, 19, 21, 25, 27. 28. 31. ... 

Si p = 7. il viendra /2 = ^o - "— • ^t 63 — » divisera 3 : d'oh led 

Solutions 

» = 60, i2 = 42.61V, 

II = 62, n = 126.62<r. 

Si p = 9, n= ^^- : et 27-» di\isera 3: done » = 24. /2 = 54.>^rr, 

ou » = 26. 12 = 54,26^, Mais ces Solutions sont absurdes. £2 devant etre 
divisible |uur 3f><f, 

Si p - 12, i>= f!^^ : 18-» diAisera 3: donr 

I» = lo, n = 12 io<r 

ou 

» = 17, i2 = 36.17y. 




Sif>=l3, -^^ = -^ «^J.*-^ ^^ 3.39 — 7» lüviserut 3. ce qui est 
alvsunle. 

I44ii« 
Si p = 16. ii = -.^ -^ : ^t 72—5» diviseniit 3. c^ qoi e$t ab$arde. 

SiMt entin f ^ 19. on »nn ■ <: 14: $iiM>n S2 serah n^ruif. 

lVs»>n* dalnmi • = la. -Q = ^'^^^ : p derm ftre [«ir. et 39-2^ 

«livWr 8: tU\ihr p= 1^ s«latk»n inadmissihle. 

Si »=12, ^2 = -^^ : 24-^ divis«» «iL IKwr p = la 2L 22 
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ou 23. La Solution je; = 21, seule admissible pour p, donnera 

n = i2.i(p. 

Si w = ll, i2 = -||^; et 33~/i divisera 3; donc p = 30 ou 32, 

Solutions inadmissibles. 

Si n = 10, 12 = -ßQ3^;. 60— p divisera 6; donc p = 54, 57, 58 ou 

59. La Solution p = b7^ seule admissible, donnera 

n = 60.57y. 

Enfin si n 6tait <ClO, on aurait i2^3py, ce qui est impossible. 
3". Soit S = i+i, d'oü 

n = ? 



2« ' 3p 

Si p = 7, i2 = y 36— lin ^ ^* 7.36 — 11« devra diviser 12, ce qui 
est impossible. 

Si p = 9, i2 = . ' _y^ ; et 108 — 7« devra diviser 12; donc 

it = 15, d'oü 

i2 = 72.159). 

Si p = 12, i2= jo—^ ^ 12— II devra diviser 2; d'ailleurs i2 ^tant 
divisible par 3p 9)^ n serait un multiple de 3, ce qui est contradictoire. 

Si p = 16, i2 = -=s — 5^ et le d^nominateur devrait diviser 3, ce 

^ ' 72— 7 n ' 

qui est impossible. 

Si p^.l9 on aura «<10; sinon SI serait n^gatif. 

Soit donc 11 = 9 , d'oü Ü, = oaI^ ' ^^ ""'^ devra diviser 2 ; donc 

p = 22 ou 23, Solutions inacceptables. 

Si i» = 8, n = ^^^ , et 48 -p divisera 6; donc p = 42, 45, 46 

ou 47, Solutions inadmissibles. 

Enfin si «^7, ön aura i2<c3py, ce qui est absurde. 



118. Neuvi^me c.as: 2 conHent un aeul terme —x — et ne eontient 



Zcuntenne ^"^ 



3p 

Jonrnal fQr Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 ii. 8. 21 



■ 

i 



162 



Jordan, eqttaHons di/f^entielles lineaires ä integrale alg^briqtie. 



II ne peut contenir aucun terme -^ f- ^ ; car m6me dans le cas 



le plus favorable, oü n = 5, 9 = 9, 1— -2* serait 
Oll aura donc 



0. 



1". Soit d'abord y — 0. On aura . 

i2 = ^^""f 



36_(9«^8/J-36)n 

ff ^tant ^5, et i2>0 et > 2n(p, 9a + 8/3-36 devra 6tre 
On aura donc 

a = 3, ß = 2, d'oü i2 = -3g^, 
« = 2, /9 = 3, d'oü n = ^$-, 



et 



8. 



36— 6n 
« = 1, /? = 4, d'oü ß = -^gg-, 



36—5« 



DU enfin 



D'aillenrs i2 ^tant divisible par 2»^) et 3»^^ son dönominatenr 
divisera 12, ce qni dounera les Solutions suivantes 

a = 3, /? = 2, « = 5, i2 = 72 .5</), 

« = 2, /? = 3, « = 5, 

o = 1, /3 = 4, ff = 6, 

« = 1, /3 = 4, ff=7, 

= 0, /i = 5, ff = 6, 

« = 0, /? = 5, ff = 8, 

2". Soit y>»0, ce qui eutratnß forc^ment a^2. 
Si 7' >> 2, i2 sera n^gatif. De mSme si j^ 3= 2, ä moins qn'on n'ait 
a = 2, /? = 0. On trouvera dans ce cas 

72n(p 



n = 729, 

i2=72.7.p, 
n = 36y, 
i2=72.2y. 



S2 = 



36-4« 



et Si ^tant divisible par 12 n^, 36— 4 ff devrait diviser 6, ce qni est absurde. 
Si y = l, il faudra, pour que ü soit >0 et >>2«y, qu'on alt 
a = 3, /? = 0, ou a = 2, /? = 1. 
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On aara daus le premier cas 



36— 2 n 

et comme il est divisible par 12« et par 72, n devra 6tre pair, et 36 — 2» 
diviser 6, ce qui est contradictoire. 

Enfin si a = 2, /? = 1, on aura 



n = 



12nq> 



36-n 

et 36— fi devant diviser 6, on aura les Solutions 

« = 30, i2=12.30</), 

« = 33, ß = 24.337), 

« = 34, i2 = 36.34<p, 

« = 35, 12 = 72.359). 

119. Sapposons maintenant S exclasivement form^ de termes 
IZ± ±±x\ ^ l. 4.1. 

Dixiöme cas: .2" conHent trois termes - ~ ^ ~ 



3p ' 3p' ' 3 p" 
Soit iS la Bommc des aatres termes. On aara 

1 p-1 pf-i p"-i „^rt 
^^ 3p 3p' . 3p" -^^" 

et comme p, p', p" sont ^ 7, on aura ä fortiori 

1-3.|-S>0, d'oü S<f 

« 

D'autre part, S > 0. Car si Ton avait 5 = 0, on aurait 



^ = 1,^,1 <^<3py> 



. 3p "^ 3p' "^ 3p" 

ce qai est absurde. 

On aura douc S = ^ ou 1- 
1". Si S = ^, on aura 

n = ^-^ 



1 1 t 



3p ' 3p' ■ 3p" 

Soit p"<p'^j». On aura -i + S.~r>0, d'oü p"<8. 

21« 



I 
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Donc 



-tVV4-^+ * 



3p ' 3p' 
Oll aura -^^ + -^^0^ d'oh p'<9. 

Donc 

p' = 7, et i2 = ?L_^ = ^!|«^. 

Mais i2 doit Stre di\'isible par 7p<p et 3p^. Donc b6 — bp divisera 8; ce 
qui est impossible. 

2". Si S=i, on aura 

n = ^—^ 



_4+ •.+ « + ^ 



3p ^ Sp» ^ 3p" 

Soit encore p'^^p'^P' On tronyera p"<i9, d'oü 






3p ^ 3p' 

On troiivera ensuite p'< — ^g— , d oh ;»' = 7 on 9. Si ;»' = 7, £i = -S^ ; 

et ooninie il est divisible par Sptp et 7py, 21— p divisera 3. D'oü /> = 18 
ou 20, Solutions inacceptables. 

Si p' = 9, S2 = -giiif • ** comnie il est divisible par 7py et 9py, 
(W — o/» tlivisor» 3; on aura donc /» = 12; doü 

Si = 63.12y. 
120. OuKi^nie oas: 2 ne eontient que deux terme» de fes- 

'"'♦''' ap • 

rhaoun ilo oes deux ternies etant au moins ögal ä j^, la somme S 
doH toruioH iV8tÄUte sera <: f- Dautre part, eile sera >iy sans quoi on 
uumit 

\\n\v Mtidfaire k ees in^galit^ il faudra qu'on ait 

S = f+l + liy. 
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1". Si y>0, A'oh «^2, ces in^galit^s ne pourront 6tre satisfaites 
qu'en posant 

d'oü 

n = ^ 



3p • 3p' 
Soit p"^p. On aupa -A + -3^>0, d'oü p'<Z^' Donc p' = 7, ou 9. 

Si p' = 7, i2 = 24 -^H ' D'ailleurs il est divisible par 7p<p et 

12 pq>. Donc 7.24 — 11p divise 6; d'oü p = 15, Solution inacceptable. 

Si p' = 9, i2 = ' ^^ ; il est d'ailleurs divisible par 9py et 12py. 

Donc 72 - Ip divise 6 ; d'oü p = 10, Solution inacceptable. 
2'\ Si y = 0, les in^galit^s S>>J<C^ donnent 

/? = 2, a = 1 ou /^ = 1, a = 2 ou /? = 0, a = 3. 

Soit d'abord /? = 2, « = 1. On aura 



n = 



^ 



-A+^+ ' 



3p ' 3p' 



2 

Soit p' ^p; on aura — tj+ 3-r>0, d'oti /i'<C48. D'autre part /i'>24, 

Sans quoi on aurait i2 ^ 3py, ce qui est inadmissible. 

. On pourra donc poser p' = 2o, 27, 28, 31, 36, 37, 39, 43. 

Si p' = 25 , on aura i2 = ar^^ et comme i2 est divisible par 

2bp(py Spcp et 4p y, 600 —p divisera 6; ce qui foumit comme seule So- 
lution acceptable la suivante: 

/? = 597, i2 = 600.597(p. 

Si p' = 27, /2= 216—^^ ^ ^* 216— p divisera 6; ce qui ne fournit 
pour p aucune valeur acceptable. 

Si p' = 28, S2 = ' /^Q_^^^ ; et 168— p divisera -6; ce qui ne donne 
pour p aucune valeur acceptable. 

Sip' = 31, -^= 24 3i-7 ^ ^* 24.31 — 7p divisera 6; ce qui ne 
donne aucune valeur acceptable. 
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Si p' = 36, Si = ^2— p ^ 72— /i divise 6; ce qui ne donne aacone 
valeur acceptable. 

Sip' = 37, *^= 37 24~^13p '^ 37.24— 13f divise 6; ce qui ne 
donue ancone valeur acceptable. 

Si p' = 39, i2 = 13 24—5^ ^ 23.24— 5p divisera 6; ce qui ne donne 
aucune valeur acceptable. 

Si p' = 43, i2 = 43 24-/i9 — ' ®* ^^ d^nominateur divisera 24 ; ce 

qui ne donne aucune valeur acceptable. 
3". Soit y = 0, /:f=t a = 2, d'oü 

ß = 't — i- 



3p ' 3;/ 
2 

Si p :^^P, ou aura -A+^^>0, p'<24. D'autre part p'>12; sinon 



3p' 
on aurait i2 < 3p(f. Donc p' = 13, 16, 19 öu 21. 

Sip'=13, i2 = .g jo— ^ ^^ dönominateur divisera 6; ce qui ne 
doiuiera poui* p aucune valeur admissible. 

Si p =16, i2 = ^^_ ; le d^nominateur divisera 3; ce qui ne donne 
pour p aucune valeur admissible. 

Si p' = 19, i2= | q i2~7 ^ ^^ dönominateur doit diviser 6; ce qui 
no donne aucune valeur admissible. 

Si p' = 21, 12= 28^^ ' ^* 28— p divisera 2. On pourra poser 

. p = 27, 12 = 84.279. 
4". Soit enfin y = 0, /i = 0, a = 3, d'oü 



S2^ 



9 



-.■. + 4r+ ' 



3|> ^ Sp» * 

Hl p' . p, (»n »UUH f»' < 16 > 8. D'oh /»' = 9, 12 ou 13. 

Hl ;»' U, i2i^ »j-^^; et 72— p divisera 6; ce qai ne donnera 
iiuouiio Molutiiui Hocoptablo. 
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Si p' = 12, i2 = -^r-v et 24 -p divisera 6; d'oü l'on d^duit p = 21, 

12 = 24.2 ly* Mais on doit rejeter cette Solution, £1 devant €tre divisible 
par ^p'(p. 

Enfin, si /i' = 13, i2= aqa_^ ] ®t 104 — 5p divisera 8; ce qui ne 

donne aucune Solution admissible. 

121. Dbuzi^me cas: -5* contient uh seul terme de fespäce ^ — 
Soit S la somme des autres termes; on aura 



12 = 



(f q> 



i-P^-S i-S+ * ' 



3p ' ' 3p 

« 

et comme p^7 et i2>0, on aura S<Cf* D'autre part S2^3p(p; d'oti 

S ne peut contenir aueun terme ^ f- i ; car s'il 6tait seul, S serait 

<C J ; et si S eontenait un autre terme, il serait > f • 

On aura done 'S^ = -g" +-f" + liy« 

1". Si y = 0, il faudra, pour satisfaire aux inögalitös ci-dessus, poser 
/? = 5, a = 1, ou /? = 4, a = 2 ou /3 = 3 = a. 

Si /1?=5, a = l, on aura £2 = 04^ *> ^* 24— p divisera 6; ce qui 
donnera une seule Solution acceptable 

/i = 21, i2 = 7.72<p. 

Si /3 = 4, a = 2, on aura i2= ^o^^ ^ ^* 12— p divisera 6; d'oü 

;? = 9, i2 = 36.3<p. 

Si /3 = 3, a = 3, on aura i2 = -|^, d'oü p = 7, i2 = 24.7(/), So- 
lution absurde, i2 devant 6tre divisible par 9(p. 

2^. Si y = 1, d'oti a ^ 2, les in^galit^s S > | <; f seront contra- 
dictoires. 

« 

3". Si y = 2, ces in^galit^s donneront a = 3, i2 = ^^^ ; et 24— p 

diviserait 6, d'oü p = 21, Jß = 7.72y,- Solution absurde, car 12 devrait 6tre 
divisible par 12.12y. 

4". Si y > 2 , on aura n^cessairement y = 3, a = 2, i2 = ^^ , 
d'oü p = 7, 12 = 24.7y ; Solution k rejeter, i2 devant 6tre divisible par 12.12y. 
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122. II reste k discuter les cas oü JS ue contient que des termes 

—ß—+ii z^? 97 i^' II ^^ P^ttt ^videmment contenir plus d'un terme 
de la premi^re . forme. 

Treizi^me cas: -2* contient un terme ^ 1-^- 

On aura 

^i = — ^—' 

et comme 9 >> 9, on aura 

D'autre part, i2 6tant > 69 y , on aura 

5 ne peut contenir de terme \{ ; car il serait accompagn^ d'an terme 

i , et S serait > if ; donc S sera de la forme g" "*" ^ ' ®* ^'®° ^^^* *^^' 
ment qu'on doit avoir « = 1, /3 = 2, 

" ~ 12 - 9 ' 
12-^ divisant 12; d'oh 

^ = 9, n = 72.3(^. 

123. Quatorzi^me cäs: 2 ne contient que des termes |}, v^, -^• 
On aura 

n = 5L = Z?5L, 

4 ^ Pix ^ 

r etant un entier. 

Donc i2 sera un diviseur de 72y. D'ailleurs on aura y = 0. Sans 
quoi H se confondrait avec le groupe K d'ordre 72y, form^ par celles de 
ses substitutions qui sont permutables k celles du faisceau F d'oü provient 
le terme \{\ ce serait donc un des groupes ddjk ötudiös. 

124. Les Solutions obtenues peuvent £tre röcapitul^es dans le tableaa 
suivant : 

(II.) -i:=iJ + i + 4, ß = 72qp. 

(III.) 2'=8Jj+''"'\ p = 3l, i2= 96.319^. 

op 

(IV.) j; = "•^' + 4 , m = 6, i2 = 24». 

in 
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(VI.) ^=ÜLzl4.|, m = 6, Si = 18ip. 



fi— 1 . n'— 1 



(Vll.) 


£== 


2n 


■^ 2»' 


-+♦. 


n' = 7, n = 8, 




i2 = 2.7.89. 


(VIII.) 






id. 




n' = 6, n = 8, 




.» = 489. 


(IX.) 






id. 




n' = 6, n = 10, 




ß = 120y. 


(X.) 






id. 




n' = 6, » = 11, 




i2 =4.6.119). 


(XI.) 






id. 




n* = 6, n = 16, 




i2 = 1609>. 


(XII.) 






id. 




n' = 5, » = 18, 




ß = 360y. 


(Xlll.) 






id. 




fi' = 5, n = 19, 




i2 = 8.5.19qp. 


(XIV.) 


2 = 


n— : 
2» 


l n'-l 
■^ 2n' 


-+i. 


n» = 8, « = 10, 




Ä = 9.8.IO9. 


(XV.) 






id. 




n' = 7, n = 12, 




ß = 6.7.129. 


(XVI.) 






id. 




fi' = 6, n = 12, 




ß = 729. 


(XVII.) 






id. 




n' = 6, n = 15, 




Sl = 1809>. 


Cxviii.) 






id. 




fi' = 6, n = 16, 




i2 = I8.I69). 


(XIX.) 


• 




id. 




n' = 6, n = 17, 




ß = 36.17«jp. 


(XX.) 






id. 




fl' = 5, n = 42, 




ß = 6.5.429. 


(XXI.) 






id. 




■ n' = 5, n = 44, 




ß = I8.5.449. 


(XXll.) 


£= 


n— : 
2n 


l p-1 
^ 3p 


. P'-I 
^ Sp» ' 


» = 6, p'=7, p = 


= 9, 


ß = 3.28.99. 


(XXIU.) 


5 = 


n — : 
2n 


1 p-1 
+ 3p 




n = 12, p = 7, 




ß = 24.79. 


(XXIV.) 


2 = 


n—. 
2n 


1 p-1 
3p 


+*, 


p = 7, n = 60, 




' ß = 42.6O9. 


(XXV.) 






id. 




p = 7, n = 62, 




ß = 120.629. 


(XXVI.) 




« 


id. 




p = 12, n = 15, 




ß = 12.159. 


(XXVII.) 






id. 




p = 12, n = 17, 




ß = 36.179. 


(XXVIII.) 






id. 




p = 21, n = 12, 




ß = 72.7». 


(XXIX.) 






id. 




p = 57, n = 10, 




ß = 6O.579. 


(XXX.) 

• 


2=> 


» — 
2n 


'^'-^ 


+ * + *, 


p = 9, » = 15, 




ß = 72.159. 


(XXXI.) 


2 = 


n— 
2n 


* + T + 


ß 
9 ' 


« = 3, ß=2, n 


= 5, 


ß = 72.59. 


(XXXII.) 






id. 




a = 2, /? = 3, » 


= 6, 


ß = 6O9. 


(XXXIII.) 






id. 




a = l, ß = A, n 


= 6, 


ß = 729. 


(XXXIV.) 






id. 




« = 1, /? = 4, n : 


= 7, 


ß = 72.79. 


(XXXV.) 






id. 




"« = 0, ß = b, n. 


= 6, 


ß = 369. 


(XXXVI.) 






id. 




« = 0, /? = 6, n 


= 8, 


ß = 72.29. 



y 



V 
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(XXXVII.) JS = !Lzl + |4.|_i.|,, n = 30, ß = i2.30g). 

(XXXVIII.) id. n = 33, Ä = 24.339. 

(XXXIX.) id. n = 34, ß = 36.349). 

(XL.) id. n = 35, ß = 72.369. 

^"•^ ^ = ^+^+^+*' P'-*^' P'=9, p = l2, ß = 63.129». 
(XLIl.) '^=^ + ^^ + i + *. p' = 25, p = 597, ß = 6OO.5979. 

(XLlll.) -^=^+^ + 4 + 1, P' = 21, P = 27, ß = 84.279). 

(XLIV.) ^ = :^ + -| + -^, «=,1^ ^3=5^p = 21, Si = 7J2q>. 

(XLV.) id. a = 2, /9 ^ 4, p = 9, ß = Sß.S?). 

(XLVl.) ^=«^ 4-^ + 4 -1-4, g = 9, i2 = 72.39>. 

(XLVII.) ^=^ + /, i2=diviseurde729>. 

§.3. DiscQssion des solntiODS. — Oonstrüction des gronpes d'ordre fini. 

125. II nous reste k discerner, parmi les SQlatious pr^cödentes, 
Celles qui donnent lieu eflfectivemeiit ä des groupes d'ordre fini, et ä con- 
struire ces groupes. 

Nous distinguerons k cet effet, les groupes ä construlre en groupes 
simples et groupes composes. 

Nous dirons qu'un groupe H, d'ordre M(p, est compos^, s'il contient 
un groupe moindre A, d' ordre tncp (contenant lui-iii6me *) et auquel ses 
substitutions soient permutables. 

Cette d^finition Stabile, nous proc^derons de la mani^re suivante: 

Nous construirons d'abord les divers groupes simples fl, d' ordre fini; 
nous les joindrons aux groupes du N®. 62. 

Nous chercherons ensuite les groupes qui contiennent les pröc^dents, 
et sont permutables k leurs substitutions, ce qui nous donnera une premi^re 
classe de groupes compos^s. 

Nous formerons ensuite les groupes qui contiennent ceux-ci et sont 
permutables k leurs substitutions; et ainsi de suite, jusqu'k ce que nous 
n'obtenions plus de nouveaux groupes. 

126. Soit H un groupe simple et d' ordre M(p. Une fonction lin^aire 
fractionnaire k coefficients ind^terminös : 
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^tant ^videmment inyariable par les substitutions de 0^ prendra M yaleurs 
distmctes par les substitutions de H. Elle d^pendra donc d'une ^quatiou 
JC = de degr^ M. Cbaque Substitution de H permutera ses racines les 
unes dans les autres, et correspondra ä une Substitution op^r^e entre ces 
racines. Ces derni^res substitutions formeront ^videmment un groupe IT 
d'ordre M, et isomorphe ä H. 

Si le groupe H est simple, H' sera lui-m6me simple, cest-ä-dire 
ne contiendra aucun groupe moindre permutable k ses substitutions. Car 
s'il contenait un semblable groupe J' d'ordre m, le groupe / d'ordre my, 
form^ par les substitutions de H qui correspondent ä celles de J', serait 
^videmment permutable aux substitutions de H. 

Cela pos6, soient / un groupe d'ordre N(p contenu dans H; V le 
groupe d'ordre N form^ par les substitutions correspondantes de It ; une 
fonction des racines de X, invariable par les substitutions de T et variable 
par toute autre Substitution d^pendra, comme on sait, d'une ^quation r^duite 

Y de d^gr^ -jr^ et dont le groupe Ä", isomorphe k Ä', sera simple comme 

lui, et aura pour ordre M, 

127. On peut d^duire imm^diatement de ces remarques Timpossi- 
bilit^ de Texistence de groupes simples correspondants k la plupart des 
Solutions du tableau pr^c^dent. 

Th^or^me. // tCexiste aucun groupe simple d^ ordre 8.27^ = 3.729). 

Le groupe correspondant H* serait en eflfet d'ordre 8.27. II con- 
tiendrait un groupe /' d'ordre 27 (ßylow). La r^duite correspondante Y 
aurait pour degr6 8; son groupe Ä" aurait pour ordre 8.27, ce qui est 
absurde, cet ordre devant diviser 1 . 2 . 3 ... 8. 

128. Th^or^me. // nexiste aucun groupe simple d" ordre 12 cp. 
Car H\ ayant pour ordre 72, contiendrait un groupe /' d' ordre 9. 

La rMuite y aura pour degr^ 8; son groupe H" serait simple, et d'ordre 
8.9; oe qu'on sait 6tre impossible, d'apr^s T^num^ration des groupes de 
8 lettres faite par divers g^om^tres. 

129. Th^or^me. // nexiste aucun groupe simple d'ordre 6 <p, 12 ^^ 
24y, 569?, 18(p, 2.7.89, 4t8(p, 160(p, I8.I69, 369, 18y, 36.39?. 

On raisonnera de mSme, en prenant pour /' le groupe d'ordre 3, 4, 
8, 8, 9, 16, 16, 32, 32, 9, 9 ou 27 contenu dans H\ 

22* 
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Z B ;. Ti 1 1 r-taie. Zi« jdUmi (IX.) ne peut donner de graupe simple. 

El rfttT i" Ttmäan: m groupe d'ordre 2n<p = 20(p; donc JJ' con- 

lieiiärfc m. ^rma» U Ijrin 30. La r^uite Y sera de degr^ 6; et son groupe 

s duaGMB y de 10 snbstitations ^changeables entre elles, 
A jrilw itt fiosceaa F d'ordre n q> que contient Ä; F" devrait 
mmtAir nw ^twoiinwn d^ordre 5, et nne sabstitation binaire qni Ini fftt 

.*« {oi est eTidemment absurde dans an groupe de 6 lettres. 

r^e^^reme. La Solution (X.) nepeut donner de groupe simple. 

jr * oiMttfc« wtk groupe d'ordre 2.11^; H' un groupe d'ordre 2.11. 

r ^^nft de degr^ 12; et Ton sait qu'il n'existe aueun groupe 

::i ;<ccKf^ ec «Tordre 12.11.2. 

:ä rkeor^me. Les solutions (XVII.) et (XXVI.) ne donnent 



«.■V» 



i^V ^Mi aamit une r^duite Y de degr^ 6 et dont le groupe con- 
ioaiimft ui AusH^eau F de 15 substitutions ^changeables entre elles, ce 
^ ^ *h6ur\ie vN^- 130.) 

i;!^;^ Theoreme. La Solution (KX.) ne donne aucun groupe simple. 
W H' wntiont un groupe /' d ordre 2.42; la r^duite Y sera de 
iWnr t^« ot son groupe aurait pour ordre 15.2.42. II contiendrait un 
jlg^H^AU F" do 42 substitutions ecliangeables entre elles, dont Tune S d'ordre 
T c« J^ 5J ovolos ^s il n y en avdt quun, F' contiendrait le groupe alternd 
^ umu^it )ms pour onlro 15.2.42^. Or les substitutions entre 15 lettres 
^^kM^u>;vnbloH i\ uno tolle Substitution S sont en nombre 2.7<C42. 

UM. T h ö r ^ m o. Iam Solution vXXIII.'^ ne donne aucun groupe simple. 
rar W* oouhMmut un groupe d\mire 2.12 on aurait une r^duite Y 
do dotfiH^ 7 ot tlout lo groupe 11" aurait pour onlre 24.7. Or le seul groupe 
\\\\\\v i lottrort qui soit de oet onlro est le groupe lin^iire 

|X ax+ bjf +r» I 
y ax -r h'ff -f CB mod. 2 
^ <i x4 6 jf + c B 

UmjUoI 110 ooutiout )ms do faisoeHU F de 12 substitutions ^changeables entre 
olloü» oonuuo oola dovrait <?tr\\ 

\\\i\ Thöort^mo* l^rs solutions vXXVIII.) et (XLR".) ne donnent 

i^m^UH yH»Mf*f* simf^t^ 

i'iu ou HUi\iil uno ixnluito V de degre 8, dont le groupe aurait pour 
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136. Th^orfeme. Les solutians (XXIX.), (XXXVIIL), (XXXIX.), 
(XLII.) ne donnent aucun groupe simple. 

Prenons pour exemple la Solution (XXIX.). 

On aurait une r^duite d'ordre 20, dont le groupe H'' contiendrait un 
faisceau F" forin^ de 57 = 3 . 19 substitutions ^changeables entre elles. 
L'une d' elles serait circulaire et d'ordre 19. Mais les substitutions ^chan- 
geables ä une teile Substitution dans un groupe de 20 lettres se r^duisent 
ä ses puissances, en nombre 19<;57. 

137. Th^or^me. La Solution (XXXNTi.) ne donne aucun groupe sifnple, 
Car on aurait une r^duite d'ordre 6, dont le groupe, ayant pour ordre 

360, serait alternd. II devrait contenir un faisceau de 30 substitutions 
^changeables entre elles, ce qui est ^videmment impossible. 

138. Th^or^me. // nexiste aucun groupe simple d* ordre 9 9, 89?, 
ou 4y. 

Car le groupe correspondant H\ d'ordre 9,8 ou 4, ayant pour ordre 
une puissance d'un nombre premier, ne peut 6tre simple {Sylow, Mathema- 
tische Annalen T. V). 

139. T h 6 r 6 m e. La Solution (XXXVI.) ne foumit aucun groupe simple. 
Car on aurait une r^duite d'ordre 9, dont le groupe serait simple, et 

d'ordre 72.2. Mais il n'existe aucun semblable groupe (Comptes Rendus, 
23 X^re 1872). 

140. Th^or^me. La Solution (XIII.) ne foumit aucun groupe simple. 
En effet H^ contient un groupe d'ordre 19.2 et Ton aura une r^duite 

y de degr^ 20 et d'ordre 20.19.2. Son groupe H" contient un groupe 
d'ordre 19.2, d^riv^ d'une Substitution circulaire d'ordre 19 et d'une Sub- 
stitution binaire qui lui est permutable. Cette demi^re Substitution contenant 
9 cycles, n'appartiendra pas au groupe alternd. Cela pos^, le groupe //" 
de r^quation Y sera permutable au groupe d'ordre moiti^ moindre form^ 
par Celles de ses substitutions qui appartiennent au groupe alternd. II ne 
sera donc pas simple. 

141. Th^or^me. La Solution (XXV.) ne foumit aucun groupe simple. 
On aura en eflfet une r^duite Y de degr^ 63 et dont le groupe Ä" 

devrait Stre simple et d'ordre 126.62. II doit 6tre primitif; sinon on aurait 
une r^duite de degr^ diviseur de 63 et dont Tordre ne pourrait 6tre divi- 
sible par 31. D'ailleurs il doit contenir un faisceau F" d'ordre 62 et dont 
les substitutions sont ^changeables. L'une d'elles est d'ordre 31; eile aura 
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deux cycles, sinon H*' serait 32 fois transitif (Voir notre Traitö des Snb- 
stitutions, Note C), et n'aurait pas pour ordre 126.62. H" contient en ontre 
une Substitution binaire ^changeable k celle-lk, .laquelle aura 31 cycles, et 
n'appartiendra pas au groupe alternd. Donc F' ne sera pas simple. 

142. Tb^or^me. La Solution (XL.) ne peut donner de groupe simple. 
On aura en eflPet une r^duite Y de degr^ 36, dont le groupe W\ d' ordre 

72.35, contient un faisceau F' form^ de 35 sübstitutions ^cbangeables entre elles, 
et d'une Substitution binaire qui est permutable au groupe des pr^c^dentes. 

F" contient une Substitution S d'ordre 7, qui aura n^cessairement 
5 cycles si Ä" est primitif ; sinon W contiendrait le groupe alternd (Bulletin 
de la Soci^t^ Math^matique de France T. I, page 221). II contient en 
outre une Substitution T d'ordre 5 ^changeable ä celle-lä, et qui par suite 
devra permuter les cinq cycles. II contiendra ST, qui sera circulaire 
d'ordre 35. II contient enfin une Substitution binaire U permutable äu groupe 
form^ par les puissances de fi^T. U aura 17 cycles, et n'appartiendra pas 
au groupe alternd; donc H'* ne sera pas simple. 

D'autre part, si ff^ n'^tait pas primitif, on aurait une r^duite Z, 
d'un degr6 diviseur de 36. Si ce degr6 6tait 18 ou 12, Vordre de son 
groupe ne pourrait 6tre divisible par 7 sans qull contlnt le groupe alternd 
(Bulletin de la Soci^t^ math^matique de France T. I, page 41). Cet ordre 
ne peut donc 6tre 6gal ä 72.35. II en est ^videmment de mßme si le 
degr6 de Z est < 7. Enfin si le degr^ de Z est 9, T ordre de son groupe 
ne pourrait 6tre divisible par 5 sans qu'il conttnt le groupe alternd. 

143. Tli^or^me. La Solution (XV.) ne donne aucun groupe simple. 
Nous aurons en eflfet une r^duite 7 de degr^ 21 et d'ordre 21.12.2. 

Adjoignons-nous une de ses racines. L'^quation Z de degr6 20 qui nous 
reste a pour ordre 12.2. Son groupe G contient un groupe /' d'ordre 3; 
et d'apr^s la formule de Sylow, on aura 12.2 = 3/? (3a +1), 3/3 6tant Tordre 
du groupe form^ par celles des sübstitutions de G qui sont permutables k 
r; mais on a 3/9^12; donc 3/9=12.2, a = et le groupe T sera 
unique. II est form6 des puissances d'une Substitution d'ordre 3, laquelle 
laissera immobiles au moins deux racines de F^quation Z. On en d^duit 
(Trait^ des Sübstitutions N^. 399) que X n'est pas primitive. On aura donc 
une rMuite nouvelle, ayant pour degr6 un diviseur de 21, et dont Vordre 
ne pourra etre ^gal k 6.7.12, comme on s'en assure ais^ment 

144. Tb^or^me. La Solution (XXIV.) ne donne aucun groupe simple. 
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Oll aurait en eflfet une r^duite Y de degr6 21, dont le groupe con- 
tient un faisceau F' de 60 substitutions ^changeables entre elles. L'une S 
de ces substitutions sera d'ordre 5, et contiendra 4 cycles si Y est primitive. 

Les substitutions ^changeables ä S s'obtiennent en combinant ses 
puissances avec les pennutations qu'on peut eflfeotuer sur ces 4 cycles. 
Pour que F" conttnt 60 substitutions, il faudrait donc que parmi les 1.2.3.4 
permutations de ces cycles on püt en trouver un groupe de 12 ^changeables 
entre elles, ce qui est ^videmment Impossible. 

Si Y n'^tait pas prin>itive, on aurait une autre r^duite de degr^ 3 
ou 7 dont le groupe devrait contenir un faisceau de 60 substitutions 6chan- 
geables entre elles, ce qui est ^videmment impossible. 

145. Th^or^me. Les soluHons (XIX.) et (XXVII.) ne donnent 
aucun grortpe simple. 

On aurait en eflfet une r^duite Y de degr^ 18 et dont le groupe H" 
aurait pour ordre 18.17.2. Celles des substitutions de F" qui laissent une 
racine immobile formeront un groupe G d'ordre 17.2, d^riv^ d'une Substi- 
tution circulaire S d'ordre 17 et d'une Substitution binaire permutable ä S; 
ses substitutions d^placeront toutes au moins 16 racines. 

Cela pos^, If' contient un faisceau form^ de 6 (ou 12) substitutions 
^changeables entre elles. Ce faisceau contiendra une Substitution d'ordre 3 
et une d'ordre 2, dont le produit sera une Substitution T d'ordre 6. 

Les cycles de T seront d'ordre 2, 3 ou 6. Mais si Tun d'eux 6tait 
d'ordre 3, 7^ laisseVait au moins 3 racines immobiles, et par suite en d^- 
placerait moins de 16. Donc ils seront d'ordre 2 ou 6. Cela pos^, T con- 
tiendra 3 cycles d'ordre 6; sinon jT ne pourrait d^placer plus de 12 racines. 
Mais alors T n'appartiendra pas au groupe alternd. Donc H*' ne • sera 
pas simple. 

146. Th^or^me. La Solution (XII.) ne foumit aucun groupe simple. 
On aurait en eflfet une r^duite Y de degr^ 10, et d'ordre 10.18.2. 

En s'adjoignant une de ses racines, il resterait une ^quation de degr^ 9, 
dont le groupe G, d'ordre 18.2, contiendrait un groupe JTde 18 substitutions 
^changeables entre elles. 

Soit J le groupe d'ordre 9 form^ par celles des substitutions de F 
qui ont pour ordre une puissance de 3. Ce groupe J ne pourra 6tre exclu- 
sivement foiln^ de substitutions d^pla^ant 6 racines. 

En-eflFet, supposons qu'il en f&t ainsi: et soit S=^{abc){a'b'c') une 
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des substitutioDS de J; d\ V\ d* les trois racines restantes. J contieiidrait 
nne autre Substitution temaire T, autre que les puissances de S^ ^changeable. 
k S et d^pla^ant 6 lettres. On aurait ^videmment T= U(a"b"c")^ U ^tant 
une puissauce de Tune des deux substitutions circulaires (a6c), (a'b'c'); 
et il est clair que ST on S'P d^placera les 9 racines. 

Cela pos6, deux cas seront ä distinguer: 1". Si J contient une Sub- 
stitution qui d^place les 9 racines, cette Substitution elle-m6me, ou son cube, 
sera de la forme 

V = {abc){a'b'c'){a"b"v"). 

Or les substitutions ^changeables k V sont en tout en nombre 18, mais ne 
sont pas toutes ^changeables entre elles. 

2". Si J contenait une Substitution circulaire temaire, H" contien- 
drait le groupe alternd, et par suite aurait un ordre sup^rieur k 10.18.2; 
ou bien Y ne serait pas primitive, et Ton aurait une nouvelle r^duite Z de 
degr^ 2 ou 5, qui ne pourrait avoir pour ordre 10.18.2. 

147. Th^orfeme. La Solution (XXX.) ne peut foumir de groupe simple. 
On aurait en effet une r^duite 7 de degr^ 36 et d'ordre 36.30. Le 

groupe d'ordre 30 form6 par celles des substitutions de H'^ qui laissent 
une racine immobile, ayant 15 substitutions ^changeables entre elles, con- 
tiendrait d'apr^s le th^or^me de M. Sylow un seul groupe d'ordre 3. Parmi 
les 35 racines qui restent, 2 au moins resteraient immobiles par la Substi- 
tution S d'ordre 3 dont les puissances forment ce groupe. Soit plus g6n6- 
ralement 3ft— 1 le nombre de ces racines immobiles; Y ne sera pas primitive, 

et ses racines se grouperont 3ft k 3ft en syst^mes. (Traitä des Substitutions 

12 

N^. 399). On aura donc une nouvelle r^duite Z de degr^ -r-, et dont le 

groupe devrait contenir un faisceau de 15 substitutions ^changeables entre 
elles ; ce qui est ^videmment impossible, k moins qu'on n'ait ft = 1 et que 
le faisceau ne contienne une Substitution circulaire d'ordre 5. Mais alors 
Z serait elle-m6me non primitive, ou son groupe contiendrait le groupe 
alternd, et n'aurait pas pour ordre 36.30. 

148. Th^or^me. La Solution (XXI.) ne peut donner de groupe simple. 
On aurait une r^duite Y de degr^ 45 et d'ordre 45.44.2. Celles 

des substitutions de W^ qui laissent une racine immobile forment un groupe 
r d'ordre 44.2 contenant un faisceau ^ de 44 substitutions ^chiEmgeables 
entre elles. ^ contiendra une Substitution 5 d'ordre 11, qui aura 4 cycles. 
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Car si eile en avait moins, H" contiendrait le groupe alternd, ce qui est 
inadmissible, ou serait non primitif. On aurait dans ce dernier cas une non- 
velle Indulte, de degr^ diviseur de 45, et dont Tordre ne pourra Stre divisible 
par 11 que si son degr^ est 15 et si soii groupe contient le groupe alternd 
(Bulletin de la Soci^t^ math^matique T. I page 41), ce qui est inadmissible. 

Donc S aura 4 cycles; et J sera form^ de la combinaison de S 
avec des substitutions dont Tordre est une puissance de 2, lesquelles, ^tant 
6changeables ä S, permuteront ses cycles, et laisseront immobiles les lettres 
des cycles qu'elles ne d^placent pas. 

Si Tune T de ces substitutions ne d^plaQait que 2 cycles, eile d^- 
placerait en tont 22 lettres et n'appartiendrait pas au groupe alternd. Donc 
H" ne serait pas simple. 

Donc les 43 substitutions de J, autres que Funit^, d^placent toutes 
les racines. 

Or nous avons d^montr^ (Journal de Liouville 2® s^rie T. XVII) 
la proposition suivante. 

Soient G un groupe transitif entre m lettres; H le groupe de degri 
m—1 forme par Celles de ses substitutions qui laissent une lettre immobile; 
iV, le nombre des substitutions de H qui ne deplacent que x lettres; M le 
nombre des substitutions de G qui deplacent toutes les lettres; on aura la 
formule 

Appliquons cette formule au groupe H". On aura m = 45, 

iV_, + iV,.,4-- + iV;, = 44.2. 

On vient de voir que iV^^i ^ 43. D'autre part iV, est ^videmment 
^gal ä 1. On aura donc 

iV„,_2 + iV«_3 + ... + iVi^44 
et par suite 

M = 45iiiV_, + fiV_3 + -- + M! 

45|N_, + /V,_3 + -+MI<45|44+i* 
44.46. 



Mais d'autre part, le groupe H contient un faisceäu F d'ordre 5, dont 

5 \ 

les transform^s fournissent .^ , 12 substitutions distinctes, et un faisceäu 
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Fl d'ordre 3 dont les transform^s foumissent ^12 substitations distincteg. 
Les Substitution» correspondantes dans H" seront d'ordre 5 et 3, et d6- 
placeront toutes les racines, car Fordre du groupe F fonn6 des substitutions 
qui laissent une racine immobile n'est divisible ni par 5 ni par 3. he 
nombre de ces substitutions est d'ailleurs 6gal ä yV + i du total. On devra 
donc avoir 

(TV+i)-'to.44.2^ilf<44.46, 

^quation absurde. 

149. Th^or^me. La Solution (XXXIV.) ne foumit aucun groupe simple. 

On a en eflfet dans cette Solution -2* = —= 1- ^ + ^ et » = 7. Le 

premier terme de cette somme resulte de Tenum^ration des substitutions 
transform^es de celles d'un certain faisceau F d'ordre lq> (N^. 74). Le 
terme i resulte de l'^num^ration des transform^es des substitutions de cer- 
tains faisceaux F^ ... d'ordre S(p ou 9(p (id.). Enfin le terme ^ resulte 
de r^num^ration des transform^es de certaines substitutions d'un faisceau ^ 
d'ordre 4 9) (N<>. 95) et dont les substitutions auront pour forme canonique 

\x, y, J5 ax, by, c«! 

oü a, b, c sont ^gaux au signe pr^s. Or 3^) et 9y sont impairs. 

Donc Celles des substitutions de H dont l'ordre est une puissance 

de 2 appartiendront ä 5 ^u k ses transform^s; et leur carr^ multipliant 

x, y, a par un mßme facteur, appartiendra k *, et par suite se r^duira ä 

Tunit^ (sinon il aurait pour ordre 3 et non une puissance de 2). Toutes 

ces substitutions seront donc d'ordre 2. 

Cette cons^quence est absurde. En effet, H ayant pour ordre 72. 7^), 

contiendra un groupe G d'ordre 8, dont une Substitution sera ^changeable 

k toutes les autres (Sylow, Mathematische Annalen^ T. V). 

Soit 

|a-, y, Ä ax, by, cz\ 

cette Substitution; a, b, c devant etre, par hypoth^se, ^gaux k ±1, et le 
d^terminant abc ^tant ^gal k 1, on pourra poser 

S = \x, y, z -a?, -y, ä|. 

Soit T une seconde Substitution de G, diflf^rente de S et de Tunit^. 
Elle sera de la forme 

T = \x, y, a ftx+ßy, ax+ß'y, yz\ 
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et Foit pourra disposer des variables x, y de mani^re ä la ramener eile 
aussi k sa forme canoiiique 

^ = l^f'Hf ^ ^^9 ^y» c^l- 
D'ailleurs a, 6, c doiveiit 6tre ^ganx ä +1, et a6c= 1; on pourra 

done supposer 

T = \x, y, J5 Xy -y, --a|. 

Les substitutions S et T, combin^es entre elles, donneront nn groupe 
g d'ordre 4; et (j r^sultera de la combinaison de g avec une nouvelle 
Substitution qui lui soit permutable. Cette Substitution £/, 6tant en m6me 
temps d'ordre 2 et ^changeable k S, sera de Tune des deux formes 

\xj y, z aXf by, cä|, 

\^f Hf ^ ^Vi ^^f ^^1* 
Si eile ^tait de la premi^re forme, eile appartiendrait ^videmment k ^; si 
eile est de la seconde forme, on aura n^cessairement a6 = c = — 1. 

Cela pos^, G contiendra la Substitution TU, laquelle est ^videmment 
d'ordre 4. 

150. II ne nous reste plus k discuter que les Solutions (lH.), (XIV.), 
(XXn.), (XXXL), (XXXIL), (XLL), (XLEI.). 

Tb^or^me. La Solution (HI.) ne peut fournir aucun groupe. 

On aurait en effet 

-2' = M + -^^7 avec » = 31. 

Et H contiendrait un faisceau F d'ordre 3l(p (foumissant le terme — t~)? 
lequel r6sulterait de la combinaison de * avec une Substitution S d'ordre 
31, ayant pour forme canonique 

\x, y, s Tx, T^y, T^a 

oü T est une racine 31®*"® de l'unit^. 

Le groupe / form^ des substitutions de H permutables k F, ayant 
pour ordre Sncp, contiendra une Substitution T de la forme 

(72.) \x, y, s ay, bs, ex 

qui devra transformer 5 en une de ses puissances. Cette transform^e ^tant 

\x, y, z T^x, T^y, Ta| 
on aura les conditions 



r'' = r^ , T = T^^ = r^' 
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d'oü 

|i^ ^1, V ?^ u^ mod. 31. 

D'ailleurs r'-^"-^'' =■•!, d'oü l + |i + v = Omod.31. Donc .a et v seront 
respectivement ^gaux k 5 et 25. 

Les substitutions de * 6tant d'ailleurs de la forme 



X, y, SS e^x, d^y, ö^a' 

oü 6 est une racine cubique de Tniiit^, celles de F aoront pour fonne 

g^n^rale 

(73.) \x, y, z e^T"x, e^T^^'y, ö^r'*^»L 

151. Les faisceaux contenns dans H, aatres qoe F et ses trans- 
fonn^s, seront contenns (N*^®. 79 k 82) dans nn groupe K^ dont on ponrra, 
par nn choix de variables convenablB, mettre les snbstitntions sons la forme 

X, y, i ax + ßy, a'x + ß'y, yz\. 
Le gronpe K* form^ par les snbstitntions 

\x, y ax + ßy, ä'x+ß'y\ 

sera octa^driqne, et celles de ses snbstitntions en nombre w qni mnltiplient 
X et y par nn m£me factenr r^snlteront de la combinaison des snbstitntions 

\x, y e^x, e^y\ 

correspondantes k celles de avec les pnissances de la snbstitntion 

^, y /^. fy 

oü j est nne racine hnitifeme de l'nnit^. Les faisceanx contenns dans /f' 
seront les transform^s de trois d'entre enx, respectivement form^s de la 
combinaison des co snbstitntions pr^c^dentes, avec les pnissances d'nne snb- 
stitntion 

'\Xy y ntx, nt'^y\ 

oü t est racine primitive de Tnne des ^qnations /* = 1, <^ = 1, <® = 1, n se 
r^nisant k l'nnit^ si ^ = 1, k j dans les denx antres cas. 

Les snbstitntions dn premier faisceau, oü t=l^ seront ^videmment 
contennes dans la forme snivante 

1^, y r^^>fo^y\' 

De mdme ponr celles dn troisifeme faiscean, oü fi = l. 

Ponr le second faiscean, oü f' = l^ on remarqnera qne t = —0=fO, 
et « = 1. Ses snbstitntions seront donc de la forme 

X, y e^fre^x, e^pe-^y\. 
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Les substitutions de K correspondantes ä celles de K* auront donc 
pour forme canonique Tune des deux suivantes 

(74.) \x, y, z fO^x, fd^y, r^'^^^l^ 
(75.) |a?, y, » O^fre^x, e^f^O^^y, Ö^y-*>'»|. 

152. Tonte Substitution de H ^tant la transfonn^e de l'une des sub- 
stitntions pr^c^dentes, anra mßme forme canonique, ä savoir Tune des 
formes (73.), (74), (75.). 

Si eile a la fonne canonique (73.), la somme des racines de son 
^quation caract^ristique sera 

(76.) ö^(T^ + r*^4-T'*0. 
Si eile a la forme canonique (74.), la somme de ces racines sera 

(77.) e^f+f+j-^-f"). 

Si eile a la forme canonique (75.), cette somme sera 

(78.) ö? (fre^+frß'^ +r*^)' 

153. Cela pos6, on a vu que H contient la Substitution 

S == \xy y, i TXj T*y, T^*a| 
et une Substitution T de la forme (72.). Comme on peut, sans changer la 
forme de S, prendre pour variables au Heu de y, a, des multiples quel- 
conques de ces quantit^s, on pourra faire en sorte que a et 6, et par suite 
c, se r^duisent ä Tunit^; d'oü 

Cette Substitution, ^tant d'ordre 3 et ^trang^re au groupe *, appar- 
tiendra ä Fun des groupes transform^s de K. Soient Xy y', a' les nouvelles 
variables qui ramfenent les substitutions de ce groupe ä la forme 

|x', y', a' ax + ßy\ a'x'+ßY, ya' 
II contiendra la Substitution 



u = 



.2 r ^ t • 4 f 

j «» j y,j » 



X, y, i 

^changeable ä tontes ses snbstitutions, et notammeut k T. 
La sabstitution 



F=l/' = 



X 



> y, 



a -«', -y' 



anra —1 ponr somme des racines de son ^qnation caract^ristiqne. 

Soit 

X ax-\- by+ cz 

y a'x + b'y + <?'» 
8 o"a;+6"y + c"a 



algebrique. 
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,rt»> -^m HiMumi tt 5<*^ :::nftriiH» ka somme da des coefl&cients diagonaox. 

.n ^<tt?fc •***»- ^ - "■*-• 'J = — 4' 

.*«^ / }llt»«lit;DJlu^ maincenauii la sabstitntion 

5 r*4ür— r**rf— F^**«i 

,ÄiÄ\- i«^ ::«ciiie^ de sob equation canrteii^que sera 

i-ü^i^.^f^« = - i .r*^ T^+ ^*") 

^vK-uiU: ^tüt ie^nk Ä^ ^e pow UHite raleur de «i ä l'une des quan- 

1^^ >]k . 7T. . TN ; ce qmi esx aKsnide. Car f est racine d'une ^quation 

U»>i«v;tc :««» fcw^V-cMe «1«^ r**K>w«»ii de« irmtiomielles j et 6. 

^ I ,>« l\it*f *<* ^*«fiiK* v^^ . V««. . v«^^ convenablement choisie 
ufe^xt*« *«N' ^ »«««H««^ *^ * «*»^ ^ reqttation (79.) aprös qu'ou 
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anrait abaiss^ son degr^ par la snppression des multiples de 31 dans les 
exposants de r. Or il est Evident qu'il n'en peut 6tre ainsi, de quelque 
mani^re que A soit choisi. 

155. Th^or^me. Im Solution (XXII.) ne peut foumir aucun groupe, 

On a 

T" - n-1 p^l «>-< 
2n ^ 3p ^ 3p' ' 

oti « = 6, p' = 7, /? = 9. 

n— 1 

On verra comme au N<>. 150 que le terrae ^ — provient de la con- 

sid^ration d'un faisceau F dont les substitutions ont pour forme canonique 

(80.) \x, y, z e^T^x, O^r'^^y, d^T*«a| 
od d^ = 1, r' = 1. 

156. Soit en second lieu 

X, y, J5 axy by, c»| 

la forme canonique des substitutions du faisceau F qui donne le terrae 

-^ — ; Tordre de ce faisceau 6tant 9^?, c'est-ä-dire une puissance de 3, les 

coefficients a, 6, c dans ses diverses substitutions seront des puissances d'une 
irrationnelle t, racine d'une ^quation binörae de degr^ 3*. Nous allons 
raontrer que Ton a * = 2, 9? = 3. 

En eflfet, F contient une Substitution de la forme 

(81.) \x, y, z tx, t"y, f^'-'s] 
läqüelle, transform^e par la Substitution de la forrae 

(82.) \xy y, z a!y, 6'ä, c'x\ 

que contient H, donnera la Substitution 

(83.) \x, y, z V'x, t-^'^y, te|. 

Des substitutions (82.) et (83.) on d^duit la suivante 

\X, y, a- r + ""ir, ;om-(«+l)«y^ ^-(a + l)m+»^| 

oü les exposants m + an^ «m— (a + 1)» pourront prendre deux valeurs 
arbitraires quelconques raod.3*, si le d^terrainant 

1 « 

a — a — 1 

est preraier ä 3 , ce qui amvera toutes les fois que a sera ^ 1 raod. 3. 
Dans ce cas, F contiendra toutes les substitutions de la forme 

(84.) \x, y, z t^x, t'y, r^"«|. 
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II aura douc pour ordre 3^*, et contiendra la Substitution 

ja:, y, a f^~^x, '^"V^ <^*~*a| = |a?, y, a Ox, 6y, dz\. 

On aura donc 9>=3, et F aura pour ordre 3'*"^y. 

Soit au contraire a ^ 1 mod. 3. On aura —a^^-a —1 ^ — 3 mod. 9 ; 
et par suite, on pourra choisir m et n de teile sorte que m+an et 
am— (a+l)» prennent deux valeurs quelconques congrues par rapport au 
module 3. Les substitutions de F auront encore la forme (84.), avec la 
seule restriction v^fi mod. 3. Leur nombre sera 3'*"* = 3'*"^9), car on 
aura encore ici y = 3. 

Dans le cas actuel oü cet ordre est ^gal ä 9^)^ on aura ^videmment 
ft = 2, et les substitutions de F seront de la forme (84.) avec la condition 

y ^ fi mod. 3. 

157. Cherchons enfin l'expression des substitutions du faisceau Fi 

d'ordre &(p qui a foumi le terme —s — 

Soit 

\x, tjj a . fiXy by^ c«| 

la forme canonique de ces substitutions. Fi r^sulte de la combinaison de 
deux groupes G et Gi, Tun d' ordre 2, Tautre d'ordre 3^?. 

Le premier est form^ par une Substitution S d'ordre 2, dans laquelle 
a, bj c se r^duiront par suite ä ± 1. On a d'ailleurs abc = 1. 

P'ailleurs le groupe /i, form6 par celles des substitutions de H qui 
sont permutables ä Fi , ayant pour ordre 2iiy, H contiendra une Substitution 
T de la forme 

\x, y, z dy^ b'xy c'z\. 
Cela pos^, on aura 

S = \xj y, fs -X, -y, a 
Car si 5 ^tait ^gal, par exemple, k 

\^, y, « ^. -yy -» 

T transformerait S en une nouvelle Substitution 

X, y, a -x, y, -»| 

laquelle, combin^e 'avec S, donnerait un faisceau d'ordre 4 contenu dans 
Fl, ce qui est impossible. 

Quant k Gl, il r^sultera de la combinaison de avec une Substi- 
tution U d'ordre 3^ dont la 3^™® puissance appartiendra ä *. 
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D'ailleurs W se r^duit ä Tunit^. En eflfel, consid^rons le groupe / 
d'ordre S.9(p forin^ par les substitutions de H pennutables ä F. Son ordre 
ißtant 6gH\ k la plus haute puissance de 3 qui divise Vordre de H, toute 
Substitution de H dont Tordre est une puissance de 3 appartiendra k / ou 
k ses transform^s (Sylow, Mathematische Annalen T. V). Donc U est trans- 
form^e d'une Substitution de /. 

Or les variables ^tant suppos^es choisies de mani^re k ramener F 
k sa forme canonique, les substitutions. de / appartiendront k Tune des deux 
formes (82.) ou (84.). Ces demi^res substitutions sont Celles de F, et aucune 
de leurs transform^es n'appartient au faisceau Fi. Donc U est la trans- 
form^e d'une Substitution de la forme (82.) dont le cube se r^duit ^videm- 
ment k l'unit^ (le d^terminant a'b'c' ^tant 6gal k 1). 

La Substitution U sera donc de la forme 

\x, y, s e^x, eyy, e-^-yz\ 

et combin^e avec * reproduira toutes les substitutions de cette forme. 

En les combinant avec S, on aura pour forme g^n^rale des substi- 
tutions de Fl la suivante: 

(85.) \x, y, & {-lye^x, (-l)^öyy, 0"^-^« . 

158. Toute Substitution de H sera donc r^ductible k l'une des formes 
canoniques (80.), (84.), (85.). La somme des racines de son ^quation 
caract^ristique sera donc Tune des quantit^s 

(86.) ö? (r« + T^" + T*-), (r^ =1), 
(87.) t" + r + r^-% (/^ = 1, v = fi mod. 3), 

(88.) (-1)^0^+ ßy) + e-^-y, {0" = 1). • 

159. Cela pos^, soit 

ü" = [a?, y, » dy, b'z, c'x 
Celle des substitutions permutables k F dont U est une transform^e. On 
pourra, en prenant pour variables au lieu de y et s des multiples de ces 
qnantit^s, faire en sorte que a' = 6' = 1, d'oü c' = 1. Cela pos^, la Substi- 
tution de H qui transforme U en ü" transformera S en une Substitution V 
d' ordre 2 et ^changeable k U'. On verra comme au N®. 153 que V est 
de la forme 



X 

y 



ax+by + CS 
cx + ay + bz 
bx+cy + az 



et que a = — i- 
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Faisons maintenant le prodnit de V par les diverses substitutions 
de F; nous obtiendrons de nouvelles substitations, ayant pour coefficients 
diagonanx aV, ar, at'^^"". La somme de ces coefficients sera 

. et doit 6tre ^gale ä Tune A des expressions (86.), (87,), (88.). Or si Ton 
pose, par exemple, ,«t =1, y = 4, il est ais^ de voir que T^quation 

-i(<+<*+0 = A 
laqaelle devrait devenir identique en tenant compte des relations 

n'a pas lien, de quelqne mani^re qn'on choisisse A. 

160. Th^or^me. La Solution (XLI.) ne peut foumir aucun groupe. 

On verra comme dans le cas pr^c^dent qn'aux qnatre termes -^ö — , 
g y , g » , ^ de la somme S correspondent quatre faisceaux F, F, F\ 

F", dont les substitutions, mises sous forme canonique, auront respec- 
tivement les expressions suivantes: 

1". Pour les substitutions de F 

2'\ Pour Celles de F 

|a?, y, » fx, ry, r*^'«!, {y=u mod.3). 
3^ Pour Celles de F' 

!j:, y, 5 e^rrx, B^T^^y, d?T*>'». 
4". l'our Celles de f" 

lar, y, s ^'of, Ö^'y, d"" "'''»! 

(cutt pnrtlcnlior de la forme des snbstitations de F). 

161. Toute Substitution de H ^tant transform^e de l'une de celles 
qni pröcödont, aura pour somme des racines de son ^quation caract^ristique 
l'une dos expressions 

C89.) (-l)"«"' + (-1/0^' + (-1)"+"«-'''-''', 

(90.) <'* + /•' + 1-"-", 

(91.) ^(t''+t'>'+t*''). 

1((2. ('Ula posö, les variables ^tant cboisies de mani^re k ramener 
y H Ha forme canonique, on verra comme pr^c^demment que parmi les 
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substitations de la forme 

\xy y, SS a'y, 6'», c*x\ 

il en existe une U' qui est la transform^e d'une des substitutions Ud'ordre 
3 contenues dans F. Or F contient une Substitution d' ordre 2 ^changeable 
k U; donc H contiendra une Substitution V d' ordre 2 et ^changeable k IT. 
Supposant, ce qui est permis, a' = 6' = c' = l, et achevant le rai- 
sonnement comme au cas pr^c^dent, on voit qu'on devrait avoir 

A d^signant une des expressions (89.), (90.), (91.). On v^rifie imm^diate- 
ment que cela n'a pas Heu. 

163. Th^or^me. La Solution (KIÄll.) ne peut donner aucun groupe. 

On a ^=-^^ + -^^ + 1 + *, oüp' = 21, p = 27. On voit 

comme pr^c^demment qu'au terme -^ — correspond un faisceau F, dont 
les substitutions auront pour forme canonique 

(92.) \x, y, z t^x, ry, r^""»! 
oü ^ et i' sont quelconques (N<>. 156). 

Aü terme ^^ , correspond un faisceau F\ dont les substitutions 

auront pour forme canonique 

(93.) \x, y, z e^r^'x, e^rf^'y, e—^r^-'-^zl 

Au terme ^ , un faisceau F", dont les substitutions auront pour forme 
canonique 

\x, y, z erx, e^y, e-^-f^z] 

laquelle rentre comme ca» particulier dans les pr^c^dentes. 

164. Enfin le terme f r^sultera de T^num^ration de substitutions 
permutables k Tun des faisceaux F, F', F" (N®. 90) et d' ordre pair (leur 
6quation caract^ristique ayant deux racines Egales et de signe contraire), 
ou de substitutions appartenant k des faisceaux d'ordre 4y. (N®^. 74 ou 95). 

Or un faisceau d'ordre 4y r^sulte de la combinaison de * avec un 
faisceau d' ordre 4 dont les substitutions auront une forme canonique con- 
tenue dans la Buivante 

\x, y, z i^x, i^y, i-^-M, (f*=l) 
par suite ses substitutions seront de la forme suivante 

(94.) \x, y, z eu^x, e^i^y, d^i-y^zl 

24* 
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D'autre part, les groupes /, /' förmig par les substitutions de H respective- 
mcDt permutables k F, F\ ayant pour ordres les nombres impairs Spy, 
3p'9 ne contiendront aucune Substitution d'ordre pair. Enfin, x, y, z ^tant 
suppos^s choisis de mani^re ä ramener F" k sa forme canonique, les sub- 
stitutions qui lui sont permutables sans lui appartenir seront de l'une des 

formes 

\x, y, z ay, bx, cz\, 

\x, y, z axy bz, cy\^ 

\x, y, z az, by, cx\, 

\^y y^ « ö», bz, cx\j 
\x, y, z azj axy cy\. 
Les deux demi^res formes ne peuvent contenir aucune Substitution 
d' ordre pair, car son cube, ^galement d' ordre pair, appartiendrait k F", dont 
Vordre est un nombre impair Sq). 

Consid^rons d'autre part une Substitution R d'une des autres formes, 
par exemple de la premi^re. Son carr^ 

^x, y, z abxy aby, c^z\ 
appartient k F' et a deux coefßcients ^gaux. II appartient donc k ^. 
Donc ab = c'. D'ailleurs le d^terminant —abc est ^gal k 1. Donc 0^ = — 1, 
d'oü c = — Ö^. Cela pos^ , rempla^ant x et y par de nouvelles variables 
^'9 y' Qui ram^nent A k sa forme canonique, on aura 

Ä = \x\ y\ z i^bx\ -l^öfty', -ö^ä| 

= \x\ y\ z ^x\ -e^y\ -O^z'l 
ce qui est un cas particulier de la forme (94). 

165. Donc toute Substitution de H ramen^e k la forme canonique 
sera de Tune des espfeces (92.), (93.), (94.). La somme des racines de 
son ^quation caract^ristique sera donc de Tune des formes 

(95.) /'"+r+.r^-% 

(96.) ^T«'+Ä/»r^'+ ö-«-/'t-«'-^', 
(97.) e^iiy+i^+i'^-^ 

166. Cela pos^, F contient en particulier deux substitutions 

U =^ \x, y, z X, Oy^ 6'^z\ 

et 

jS = \x, y, z TXj T^y, t*z 

Tune d'ordre 3 et Tautre d'ordre 7. 
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On verra comme au N^. 157 1". que U est une txansform^e d'uiie 
Substitution U' permutable k F et pouvant se mettre sous la forme 

|a?, y, Ä y, SS, x\ 

les variables 6tant ici choisies de teile sörte que F prenne sa forme cano- 
nique; 2". que S est la transform^e d'une Substitution V ^changeable ä t/', 
fet qui sera par suite de la forme 

X ax + by+cz 
y cx+ay + b& 
z bx + cy + az 

V ^tant la transform^e de S, aura la mßme ^quation caract^ristique ; donc 

on aura 

3a = t + t' + t\ 

Cela pos^, multiplions V par une quelconque des substitutions de F; 
nous obtiendrons une nouvelle Substitution oü la somme des coeffieients 
diagonaux sera 

a{t^+r+r^-') = i(T+T'+T*)(r+r+r^-0. 

Cette expression devrait pour toute valeur de ^ et de r 6tre ^gale 
k Tune des expressions (95.), (96-) ? (97.) et cette ^galit^ devrait devenir 
identique en tenant compte des ^quations 

»=e, 1^1 = 0, 1^ = 0. 

On v^rifiera imm^diatement que cela n'a pas lieu. 

167. Th^or^me. La Solution (XIV.) ne peut foumir aucun groupe. 
On a 

'^=^ + ^ ++' ^^ «' = 8, «=10. 

Le terme ^ r^sulte de la consid^ration d'un faisceau F", d'ordre 3^), 
dont les substitutions ont pour forme canonique 

(98.) \x, y, z e^x, e^y, e-''-^z\, (0^=1). 

168. Le terme — « — r^sulte de la consid^ration d'un faisceau F 

4>n 

d'ordre lOy. Soit 

(99.) \j(^9 y, ^ o,Xy byy cz\ 

la forme canonique de ses substitutions. Le groupe I, form^ par Celles 
des substitutions de H qui sont permutables k F, ayant pour ordre 2it^, 
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r^sultera de la combinaison de F avec une Substitution de la forme 

(100.) T = |a?, y, Ä a'y, Vx, c'«|. 

D'ailleurs, F r^sultera ^videmment de la combinaison de * avec deux autres 
groupes de substitutions de la forme (99.), lesquels auront respectivement 
pour ordre 5 et 2. 

Les coefßcients a, b, c seront ^gaux ä des racines cinqui^mes de 
Funit^ dans le premier de ces groupes, ä ±1 dans le second. De plus, 
ces groupes sont permutables k la Substitution T; on en d^duit ais^ment 
qüe leurs substitations 8ont de la forme 

(101.) \xy ffy z T"a?, r'^'y, «I, OÜ r'^ssl 

et • 

(102.) \x, y, & -X, -y, «|. 

En les combinant avec 4>y on aura pour les substitutions de F la 
forme g^n^rale suivante 

(103.) \x, y, z eu^x, e^r^y, e^z\ 

oü t est une racine 10® de Tunit^. 

169. Reste enfin le faisceau F. d'ordre 8y correspondant au terme 

2 f • II r^sulte de la combinaison de * avec un groupe ß' d'ordre 8. Soit 

\xy y, z axy by, cz\ 

la forme canonique des substitutions de ce dernier groupe; a, 6, c y seront 
des puiösances d'une quantit^ j, racine 8^°™® de Tunit^. D'ailleurs le groupe 
Fy form^ par les substitutions de H qui sont permutables ä F, ayant pour 
ordre 2n'(py H contiendra une Substitution V de la forme 

T = \Xy y^ z a*yy b'x, c'z\. 

Supposons d'abord que parmi les substitutions de G' il y en ait une 

S = \x, y, z fx, fy,fz\ 

dans laquelle Tun des exposants k, /u, v soit impair; ß' se r^duira 6vi- 
demment aux puissances de S. T ^tant permutable k ß', la Substitution 

T-'8T = \x, y, z rx,fy,fz\ 

sera une puissance de S. II faut 6videmment pour cela qu'on ait ^u = i, 
ou 1^ = 0. Mais si iti ^tait 6gal kl, T serait ^changeable k S, et par 
suite k toutes les substitutions de F. On pourrait Fadjoindre k ce faisceau 
de mani^re k obtenir un nouveau faisceau plus g^n^ral, ce qui est suppos^ 
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impossible. Donc i^ = 0, et par suite k^—fi, S ayant Tunit^ pour d^ter- 
minant. 

Les substitutions de F auront donc pour forme g^n^rale 

(104.) \x, y, z e^fx, e^j-'y, e^z\. 

170. Supposons au contraire que les exposants de j soient pairs 
dans toutes les substitutions de G'; elles seront de la forme 

S = \x, yy z %* Xy i"y, f«! 
en posant «=/. 

T transformant une Substitution de cette sorte en 

S' = |a?, y, Ä i^x, i^y, f z\ 

la s^rie des valeurs de l et celle des valeurs de fi se confondront. Chacun 
de ces exposants prendra 4 valeurs distinctes dans les substitutions de G'; 
sinon le nombre des syst^mes de valeurs de l, ,u, et par suite le nombre 
des substitutions de F, se r^duirait ä 4, au lieu de 8. 

D'autre part, v sera pair; car s'il ^tait impair, i + ,u le serait ^gale- 
ment, S ayant 1 pour d^terminant; i— ^u le serait aussi. Cela pos^, dans 
S et ses puissances le rapport des coefficients de a; et de y aurait 4 valeurs 
distinctes, Egales aux diverses puissances de f~f. D'autre part, la Sub- 
stitution 

SS' = \x, y, z f-^^x, i^^f'y, i'"«! 

et ses puissances, donneraient un Systeme de 4 substitutions oü ce rapport 
serait ^gal k 1. Donc Vordre de ß' serait 16 au lieu de 8. 

Mettant donc 2v k la place de v^ on aura pour la forme g^n^rale 
des substitutions de F 

(105.) \x, y, z e^i^x, dU-^-'^y, O^f^zl 

171. Toute Substitution de F aura donc pour forme canonique 
une des expressions (98.), (103.) et (104.), ou (98.), (103.) et (105.). 

La somme des racines de son ^quation caract^ristique sera donc de 
Tune des formes 

(106.) e^+e^+e—^, 
(107.) ö^(/y+ry+i), 

(108.) ö^(j^+j-^fl) 
ou de l'une des formes (106.), (107.) et 

(109.) öe(i^+«"^""' + «'''). 
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172. Cela pos^, admettons que les variables aient ^t^ choisies de 
teile Sorte que F ait sa forme canonique. La Substitution T de la forme 
(100.) aura ^videmment pour ordre un nombre paii-; on peut supposer que 
cet ordre est une puissance de 2. Car on pourrait au besoin consid^rer 
au lieu de T une de ses puissances impaires convenablement choisie. On 
peut en outre choisir y de teile sorte qu'on ait a' = 1. 

Cela pos^, la Substitution 

T = \x, jj, ^ Vx, b'y, c"»| 

sera Tune des substitutions d'ordre puissance de 2 que contient F, lesquelles 
ne sont autres que Tunit^ et la Substitution 

S = Ix, y, 3 -X, -y, z\. 

Donc c'^ = 1 ; et comme — b'c\ d^terminant de T, est 6gal ä 1, T sera de 
Tune des deux form es 

(110.) -10?,^,« 
(111.) X, y, z 

Or toute Substitution de H est la transform^e d'une Substitution ap- 
partenant ä Tun des faisceaux F, F', F". Ce demier ne contenant que des 
substitutions d'ordte impair, T sera la transform^e d'une Substitution de Tun 
des faisceaux F, F', d'ordre lOcp et Scp. Donc le nombre des substitutions 
de F ^changeables k T sera lOcp ou 8(p. 

173. On en conclut que T ne peut 6tre de la forme (110.). On 
v^rifie en effet imm^diatement que pour qu'une Substitution 

X ax-\- by +cz 

V = y ax+ b'y + c'z 

z a''x+b''y + c"z 
soit ^changeable ä (110.), il faut qu'on ait 

a' = -6, 6' = a, c = c' = 0, a" = 6" = 0. 

Donc V appartiendrait au groupe K form^ par celles des substi- 
tutions de H qui ont pour expression 

X oLx+ßy 

y a'x + ß'y 

Ce groupe K est ^videmment d^riv^ de la combinaison de T avec 
F; et Celles de ses substitutions qui sont ^changeables k T r^sultent de la 
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combinaisoii de T avec les substitntions de F ^changeables ä T, lesqnelles 
se r^duisent aux 2(p substitutions d^riv^es de S et de *. Le nombre total 
des substitutions ^changeables k T ne serait donc que 4^, ce qui est absurde. 

174. Supposons donc T de la forme (111.)« Pour que la Substi- 
tution V lui soit ^changeable, il faudra qu'on alt 

ö' = 6, b'^a, e^-c, a" = -6"; 
d'oü 

X ax-^- by +cä 

V = y 6a?+ ay —cz 
z a"x-a"y + c"z 

H doit contenir 10^) ou 89 substitutions de cette forme , parmi lesquelles 
4^) seulement appartiennent k K. Nous prendrons pour V l'une de Celles 
qui ne lui appartieiment pas. 

175. Cela pos6, F contenant la Substitution 

'S' = ia?, y, « to, t'^y, ä| 

et la Substitution S, H contiendra les substitutions F, S F, ST oü la somme 

des coefificients diagonaux sera respectivement 

2a + c", - 2a + c", a{t+ r') + c". 

On devrait donc avoir 

I 2a + c" = A, 

(112.) -2a+c" = B, 

[a{t+r')+c" = a 

A, B, C ^tant des qnantit^s convenablement choisies parmi celles des 
formes (106.), (107.), (108.) on (106.), (107.), (109.). 
De ces trois ^quations on d^doit 

2 1 A 

(113.) -2 1 ß = 0, 

t+r' 1 c 

^quation qui doit devenir identiqne lorsqu'on anra tenn compte des ^qna- 

tions irr^dnctibles 

Ö»+ö+l = 0, 

-^^±i- = 
t-\-i "' 

/+1 = 0, 
C + l = 0. 
auxqnelles satisfont 0, t, j, i. 

Joamal för Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 3. 25 
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Or on peut v^rifier assez rapidement que T^quation (113.) ne peut 
6tre satisfaite que si Ton prend -4 =«= Ä = C; auqnel cas les ^quations (112.) 
donneront a = 0. 

Mais parmi les substitutions 6changeables k T et n'appartenant pas ä 
K se trouve la Substitution 

X bx+ ay — c« 

y ax+ by +cz 



TV = 



z - a"x + a"y - c"z 



Raisoimant sur celle-ci comme sur V, on trouverait 6 = 0. 
On aurait donc a = 6 = ; ce qui est absurde , car le d^terminant 
de V serait nul. 

176. Th^or^me. La Solution (XXXI.) ne peut foumir aucun groupe. 
On a 

« n-1 



2n 



+| + t, oü fi = 5. 



Le tenne -g — proviendra d'un faisceau F d'ordre 5^, dont les sub- 
stitutions seront de la forme 

(114.) la?, y, z ö^/"a?, d?r«y, O^z] 

t ^tant une racine cinqui^me de Tunit^. 

Le groupe K d'ordre 2n<p form6 par les substitutions de H penÄu- 
tables ä F s'obtiendra en combinant ä F des substitutions de la forme 

T =^ \x, y, z a!y, Vx, dz\. 

Les faisceaux /, /i , ... autres que F contenus dans K r^sultent 
cbacun de la combinaison de * avec une Substitution de la forme T. 
Le carr6 de cette Substitution appartient ä F, et multiplie a; et y par un 
mSme fiicteur. II appartient donc k *,• et par suite Fordre de chacun des 
faisceaux f, /;, ... sera 2(p. 

177. Le terme ^ provient de la consid^ration d'un ou plusieurs 
faisceaux d'ordre 3y. Soit F' Tun de ces faisceaux. Ses substitutions auront 
pour forme canonique 

(115.) \x, y, z »'x, ö^y, e-^-^z\. 

Si F' donne k lui seul le terme f , Tordre du groupe form^ par 
Celles des substitutions de H qui sont permutables k F' ^tant 9^, ü ne 
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coütiendra ancune substitation des forme» 

X, y, z ax, 6«, cjf|, 
\x, f/y z asSy bffy cx {. 

II en contiendrait au contraire si jF' ne donnait que la moiti^ du 
tenne f • • 

Soient JT, V, l/T les groupes respectivement form^s par celles des 
substitutions de H qui sont des formes 

\x, y, z (xx+ßy, a'x + ß'y, y«!, 
\x, y, z axy ßy+yz, ß'y + yz\, 
\x, y, z ax+yz, ßy, a'a?+/«|. 

Ces groupes sont transform^s les uns dans les autres par les sub- 
stitutions de la forme 

|a?, y, « ay, bz, cx\ 

que H contient n^cessairement. 

Si F donne ä lui seul le tenne f , il se confondra avec IC. Sinon 
IC r^sultera de la combinaison de F' aveo des substitutions de la forme 

\x, y, z ay, bx, cz\. 

Dans ce cas les divers faisceaux /",... autres que F, contenus dans 
K\ auront pour ordre 2y. 

178. Reste le tenne f II r^sultera de l'^num^ration totale ou 
partielle des substitutions contenues dans les transform^s de /",./!, ... f\ ... 
ou d'autres faisceaux ayant pour ordre mcp, m 6tant une puissance de 2 
(N08. 74, 90 et 95). 

Chacun des faisceaux qui concourent ä produire ce tenne | r^sultera 
donc de la combinaison de 4> avec un groupe g d'ordre puissance de 2. 

Or la plus haute puissance de 2 qui divise 72. 5y ^tant 8, on sait 
{Sylow) que H contient un groupe G d'ordre 8, et que tout groupe d'ordre 
puissance de 2 contenu dans H sera contenu dans G ou dans Tun de ses 
transform^s. 

179. Les substitutions de ce groupe G ne peuvent 6tre toutes 6chan- 
geables entre elles. En effet supposons qu'il en fftt ainsi, et consid^rons 
le faisceau F" form^ par la combinaison des substitutions de G et de 4>. 
Ramenons ses substitutions ä la forme canonique 

\x, y, z aXy by, cz\. 

25* 
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Le groupe IC' fonn^ par celles des substitutions de H qui sont de 
la forme 

|a?, y, » otx+ßy, ct'x+ß'y, yz\ 
se r^duit ä F". 

Soit en effet 8p(p Tordre de K*'; p sera impair; car H, qui contient 
K", n'a pas son ordre divisible par 16. Cela pos6, si p ^tait >1, K" 
contiendrait un faisceau d'ordre 8p(p ou 4:p(p, suivant qae le groupe 

\x, y ax+ßy, a'x + ß'y\ 

appartiendrait au premier ou au second type. Cela est impossible, car on 
a vu que tous les faisceaux contenus dans H ont pour ordre bcp, Scp ou 
m(p, m ^tant une puissance de 2. 

n r^sulte de lä que les substitutions de F', m6me celles oü a = b, 
n'appartieiment chacune (celles de * except^es) qu'ä un seul faisceau. 

L'^num^ration de leurs transform^es donnerait donc dans 2 au lieu du 

7 

terrae f , un terrae -gr- , Sk(p d^signant Vordre du groupe forra4 par les 

substitutions de H permutables ä F' (On aura ^videraraent ici & = 1 ou 3). 

180. D'ailleurs, G contient une Substitution d'ordre 4. Supposons 
en effet qu'il en fftt autreraent Parrai les substitutions de G, il en est une 
^hangeable ä toutes les autres. Soit 

S = \x, y, s -a?, -y, «| 
cette Substitution. 

Une seconde Substitution S', d'ordre 2 et ^changeable ä S, pourra 

se raettre sous la forrae 

S' = \x, y, z X, —y, -ä|. 

r^sultera de ces deux substitutions, corabin^es avec une troisi^rae jS" 
perrautable au jgroupe {8, Sf), et qui sera de la forrae 

1^9 Vy ^ «»j ß^y y«|- 

On peut supposer a= 1; S"^ se r^duisant k l'unit^, on aura /i= 1, 
y = — 1. Mais alors la Substitution 

iS'iS" = \x, y, z y, -a?, z\ 
sera d'ordre 4. 

181. La Substitution d'ordre 4, dont l'existence vient d'ßtre d^mon- 
tr^e, peut se raettre sous la forrae 

S = |aj, y, » fx, •% i^zl. 
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D'ailleurs G contient une Substitution permutable au groupe F d^riv^ 
de S, saus 6tre 6changeable ä S. Elle sera de la forme 

T = \x, y, s ay, ßx, yz 
et transforme S en 

laquelle doit 6tre une puissance de 8 sans se confondre avec eile. On 
aura donc v = 0^ et par suite ,u = — A. F sera donc formd des puissances 
de la Substitution 

(116.) S = \Xy y, z ixy f-'y, z\. 

Quant k T, on pourra supposer a = 1, et comme son carr^ appartient k T, 
on aura ß = ±1 d'oü y = + 1. Donc T sera de l'une des formes suivantes 

(117.) la?, y, 3 y, x, -«i, 
(118.) \x, y, z y, -a?, z\. 

Remplagant x, y par de nouvelles variables a?', y' qui ram^nent T 
k sa forme canonique, on trouvera dans le premier cas 

et dans le second 

Les substitutions du groupe d6riv6 de G et de *, dont les trans- 
form^es restaient k 6num^rer, ont donc chacune pour forme canonique une 
expression de Tesp^ce suivante 

(119.) \x, y, z OH^x, m-'y, ö?«|. 

182. Toute Substitution de H ^tant r^ductible k Fune des formes 
canoniques (114), (115.), (119.), la somme de ses coefficients diagonaux 
sera Tune des expressions 

(120.^ ö^(r+r«+i), 
(121.) e-+e^+e—^, 

(122.) e^{i' + i-^+i\ 

183. Cela pos^, admettons que les variables soient choisies de 
mani^re k ramener S et T aux formes (116.) et (117.) ou (118). On verra 
comme au N<^. 179, que le groupe K*' form6 des substitutions 

(123.) \x, y, z ax + ßy, a'x+ß'y, yz\ 

a pour ordre 8y, et par suite se r^duit au groupe d^riv^ de la combinaison 
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de jS et Tavec les substitutions de *. Donc les substitutions permutables 
k T\ lesquelles se r^duisent ^videmment k celles de JT', sont en nombre 

Scpy et r aura g — transform^s distincts (i2 ^tant Tordre de H). D'autre 

part, r renferme 3(p substitutions autres que celles de *; et il est clair 
que toute Substitution qui transforme une de ces substitutions en une autre 
Substitution de F, appartient ä Ä", et par suite est permutable ä F. 

Le nombre des substitutions, autres que les *, contenues dans F 

et ses transform^s, sera donc -g^-ß; ce qui donnera dans -5" le terme f- 

184. Si la Substitution T ^chappait k cette Enumeration, la somme 
2 devrait contenir quelque nouveau terme, contrairement k Thypoth^se. 
Donc T doit 6tre la transform^e de Tune des substitutions de F. 

Supposons d'abord T de la forme (118.). On voit imm^diatement 
que les substitutions susceptibles de produire cette transformation sont de 
la forme (123.) sans appartenir k K". EUes ne peuvent donc se trouver 
contenues dans H. 

185. II faut donc supposer T de la forme (117.). Dans ce ca^ 
r, Etant d'ordre 2, sera une transform^e de S^, seule Substitution de F qui 
soit d'ordre 2 ; S aura pour transform^e une Substitution F, ayant pour carrE 
T. V Etant Echangeable k T, sera de la forme 

X ax+ by +CSS 

y bx-\- ay —cz 

z a!*x — a!*y + c*z \ 

D'ailleurs la somme des coefficients diagonaux doit y 6tre la m6me 
que dans S dont eile est la transform^e. Donc 

(124.) 2a + c" = « + r' + 1 = 1. 

Formens maintenant les substitutions SV^ S^V. Leurs coefficients 
diagonaux seront respectivement a«, ai~^ = — ai, c" et ~ a, — a, c". On 
aura par suite 

A et B ^tant des qaantit^s convenablement choisies dans les formules (120.), 

(121.), (122.). 

Des ^quations (124.), (125.) on d^uit la snivante 

2A = B+1. 
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On v^rifie imm^diatement qu'elle ne peut etre satisfaite qu'en posant 

^ = Ä=1. 

Mais alors on aura a = 0, c" = 1. 

186. Si au lieu de la substitiitioii F, on considc^rait la Substitution 





X 


bx+ ay —cz 


TV - 


y 


ax+ by +CZ 




i ■ 

z 


— a x + a y — c z 



qui jouit des m^mes propri6t6s, on trouverait de m6me 6 = 0. 

Mais si a et 6 sont nuls, V aura son d6terminant nul, ce qui est 
absurde. 

187. II nous reste k examiner les groupes simples que peut fournir 
la Solution (XXXII.). On sait ä priori qu'elle en donne au moins un, 
correspondant aux divers mouvements qui superposent k lui-m6me un ico- 
sa^dre regulier. Mais il est n^cessaire de s'assurer si ce groupe est le seul. 

H ayant pour ordre 60</), son isomorphe H\ form6 comme il est 
indiqu6 au N®. 126, sera simple et d'ordre 60. Or on sait que tout groupe 
de cette sorte est isomorphe au groupe Ä" alternd entre 5 lettres. Donc 
H sera lui-mßme isomorphe k H'\ 

188. Soient aßyds les 5 lettres du groupe W; il est ddriv^ des 
substitutions 

A' = {aßySe), 

c" = (/?y)((yo, 

qui ont respectivement pour ordre 5 et 2. Soit A Tune des substitutions 
de H qui correspondent k A*; sa 5® puissance appartiendra au groupe * 
form^ des substitutions de H qui correspondent k Tunit^ dans Ä". 

Si * se r^duit k la Substitution 1, on aura ^* = 1. Sinon, * sera 
form^ des puissances d'une Substitution qui multiplie x^ y, z par une quantit^ 
ö, racine cubique de Tunit^, Substitution que nous d^signerons elle-meme 
par 6. On aura dans ce cas A^ = ö?. Mais H contiendra alors la Substi- 
tution d^A, dont la 5® puissance se r^duit k Tunit^, et qui correspond 
^galement k la Substitution Ä'. 

Parmi les substitutions de H correspondantes k ^", il en existe donc 
toujours une d' ordre 5; c'est celle-lk que nous d^signerons par A. De 
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mßme parmi leg substitntions correspondantes k B" et C" il en existera 
d'ordre 2 que nous appellerons respectivement B et C. 

189. Cela pos^, la snbstitation Aj 6tant d'ordre 5, aura pour forme 
canonique 

'^^9 Vy ^ '^^^9 '^"99 ^"«U oü T* = 1. 

D'autre part, B" transformant A" en ^4""', B devra transformer A en d^A''\ 
Substitution canonique. Donc B permutera les unes dans les autres les 
variables x, y, z k des facteurs constants prös; et comme eile est d'ordre 
2, eile sera de la forme 

\x, y, SS ay, bx, cii\. 

On peut choisir y de teile sorte que a se r^duise ä 1; £^ ^tant 
^gal ä 1, on aura 6 = 1; enfin B ayant 1 pour d^terminant, on aura 
c=l; d'oü 

(126.) B = \Xy y, t y, X, -»|. 

La transform^e de A par B sera 

X, y, z T^x, T'y, T'^ÄJ. 

Pour qu'elle se r^duise k 0^A~\ il faudra qu'on ait 

Ö^T-'' = T% d'oü p = y = 0. 

D'ailleurs A ayant 1 pour d^terminant, on aura ^ = — i. Enfin on pourra 
BUpi)oser A, = 1 , T d^signant Tune quelconque des racines cinqui^mes de 
Tunitö. On aura donc 

(127.) i4 = |x, y, Ä Tx, T"*y, «1. 

190. Reste k construire la Substitution C. C" 6tant 6changeable 
k Ä", C devra transformer B en une Substitution de la forme O^B. Cette 
traimforni6e devant d'ailleurs Stre r^ductible k la mSme forme canonique 
(}uc Bi on aura n^oessairement (> = 0. Donc C sera ^changeable k B, et 

par Buite de la forme 

x ctX'\' by+ cz 

y bx+ ay— cz 

z a x—a y + c z 

191. 1 Tailleurs C^ = l. Donc C aura pour forme canonique 

Ix', y', «' ±x', ±y', ±»'|. 
D'allhmrH T' difl*6re de Tunit^, et a 1 pour d^terminant Donc Tun des 
iiootllolontH anibigUH sera +1 et les deux autres —1. Donc C aura pour 
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^quation caract^ristique 

Identifiant cette ^quation k la suivante 



il viendra 



(129.) 



a—^ 


r b c 




b a—s — c 


= 0, 


a" ~ö" c"^s 




(128.) 2a+c" = «1, 


2(ac"-a"c) + a'-6^ = H-1, 




a b c 




.) 


b a — c 
a — a c 


- 1. 



(132.) AC = 



(130.) 



En outre C multipliant x+y par a + 6, a + b sera racine de son ^quation 
caract^ristique ; on aora donc lYquation 

(131.) a + fr = ±1, 
qui pourra remplacer Tone des pr^c^dentes. 
192. En second lien, la substitatioa 

A"C" = («y«) 
^tant d'ordre .3, la substitation 

X aTx+ bTr^y+ cz 

y bTx+ aT~*y— cz 

aura pour cube une Substitution de *. Si donc on prend de nouvelles 
variables x\ y\ z* qui la ram^nent k la forme cauonique, on aura 

AC = \x, y\ ä' aV, Vy', c'ä' 

oü a\ b\ c' ne diff^rent que par des puissances de 0. 

D'ailleurs B"C" = {ßd){y8) est d'ordre 2, et transforme ^"C" en 
(A" C")~^ Donc BC aura pour carr^ une Substitution de * et transformera 
AC en 0^{AC)~\ qui aura la forme canonique lorsqu'ön prendra pour 
variables x', y\ z'. Donc BC sera de la forme 

\x\ y\ «' ay, V'x\ c"ä'| 
et transforme AC en 

x\ y\ «' Vx\ a'y\ dz'\ 

qui doit se confondre avec 0^{ACy^. 

Jovrnal för Mathematik Bd. LXXXI V. Heft 2 u. 3. 26 
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On aura donc 

d'oü 

0' = «^% a'b' = ef. 

Mais a\ b' ne diff&rent de c' que par des pnissances de 6. Donc a\ b', c' 
sont des pnissances de 6. Si denx de ces coefficients ^taient ^ganx,-le 
troisi^me lenr serait ^gal en vertu de T^quation a'b'c' = 1 ; et AC appar- 
tiendrait k ^^ ce qni est impossible, A'C ne se r^dnisant pas k Tnnit^. 
Donc a', b\ c' reprodniront k Vordre prte les qnantit^s 1^ 6, 6P^ et AC 
aura pour ^qnation caract^ristique 

Identifiant cette ^quation avec celle qui r^sulte de l'^quation (132.)^ 
ou aura les ^qnations 

(133.) a(T + T-*)+c" = 0, 

(134) (ac"-ca")(T+0 + a'-6' = 0. 

Cela pos^, les ^qnations (128.) et (133.) donneront 

Les öquations (129.) et (134.), compar^es anx pr^c^dentes, donneront 

ac"-ca" = -a, a'-b' = -c" = -l~2a 
d'oh 

b' = (l+fl)^ 

(Jotte demidre ^quation compar^e avec T^quation (131.) donnera 

6 = — 1— a. 

On pent d'ailleurs, sans älterer Texpression des substitutions A et B 

prcndre pour variable au lieu de ss un quelconque de ses multiples, et par 

Muitc donner k a" une valeur arbitraire. Si nous faisons a" = 1, par exemple, 

iiouH aurons 

c = -2a^ 

On aura donc 

X ax — (l + a)jf— 2a^8 

C = y -{l+a)x+ ay+ 2a'Ä 

» X— y— (l + 2a)Ä 
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oü 

1 



a = 



193. Le groupe {A, B, C), d^termin^ comme on le voit sans am- 
biguYt^, se confond n^cessairement avec celui des substitutions orthogonales 
qui superposent k lui mßme Ticosa^dre regulier. II aura done pour ordre 60. 

Ou en d^duirait un groupe d'ordre 60.3 en lui associant les puis- 
sances de la Substitution 0. 

194. La d^termination des groupes simples ^tant actuellement ter- 
min^e, il ne nous reste plus qu'ä chercher les groupes compos^s, en com- 
men^ant par ceux dont les substitutions sont permutables aux groupes ddjk 
trouv^s. 

195. Th^or^me. // nexiste aucun groupe compose dont les sub- 
sHtutions soient permutables au groupe Vordre 60^) que nous eenons de de- 
terminer, 

Soient H le groupe ci-dessus d'ordre 60(p; S une Substitution qui 
lui soit permutable. Elle devra transformer les uns dans les autres les 
^oupes d'ordre ö que contient H. Mais ces groupes s'obtiennent tous 
{Sylow) en transformant par les substitutions de H Tun d'entre eux, par 
exemple le groupe F form^ des puissances de la Substitution A. On aura 
done S = TS', ST ^tant une Substitution de H, et T une nouvelle substi- 
tution permutable k H. 

Or A .^tant ramen^ ä sa forme canonique (127.), il est Evident que 
les substitutions permutables k F se r^duisent aux deux formes 

(135.) \x, y, z ax, by, ca|, 

(136.) \^9 y^ ^ ^Vj bx, ci\. 

D'ailleurs H contient B, qui est de cette demi^re forme. On aura done 
r= 17 ou T^BU, U ^tant de la forme (135.) et permutable k H. 
D'autre part, U transformera la Substitution 

en 

(137.) \Xy y, z ab^^y, ba^^x, — ä|. 

Or les substitutions de la forme (136.) que contient H sont de la forme 

e^A^B = \x, y, s O^r ""y, d^r^y, ~^ä|. 

La Substitution (137.) ^tant de cette forme, on aura 

ab"' = e^r'% tfe = 1 

26* 



204 



Jordan, ^quaiions diff'irerUielles lifUaireM d intigrale alg^brique. 



d'oü b = ot". On aura par suite 

ü = VA-^% 
V ^tant une BubBtitation de la forme 



X, y, J5 mx, my, n» 



et permutable k H. 

La BubBtitation 



C = 



tranBform^e par V, donnera 



C, = F-'CK = 



X 


ö^+ by+ e« 






y 


bx+ ay— CB 






f6 


a"x - a"y + c"ä 






X 


OX+ by+' 


mc 
n 


y 


bx+ »y — • 


mc 

SS 

n 


8 


na" na" 
X Jf + 


• 



Cette BubBtitation, ne diff^rant de C qae par le changement de e. 



a en 



n 



c, BatiBfera k deB relationB 



n m 

analogaes k celles qai noaB ont Bervi k calcaler C. Car ces ^quationB ne 
d^terminaient comme on Ta va, qae le prodait deB deax coefficients a et c". 
Soit donc C^ celle deB sabstitations du groupe ff" alternd entre 
5 lettres, qui correBpond ^^0^^:^ on aura 

Ä"c;' = c;b% c;^ = i, {AX';f = i. 

Mais on v^rifie imm^diatement qae la subBtitution C" = {ßy) {de) est 
la Beule qui satiBfaBse k ces relationB. 

Donc C'i = C; et par suite, les substitutions Ci et C qui leor corre- 
spondent ne devront diff^rer que par une puissance de 6. D'aprfes ce qu'on 
connatt ddjk de leurs formes, elles ne pourront 6tre qu'identiques. Donc m = ii. 

La Substitution V ayant d'ailleurs 1 pour d^terminant, devra se r^- 
duire k une puissance de 0. Donc la Substitution S sera le produit de 
substitutions, toutes contenues dans le groupe {Ay B, C, ff). 

On ne peut donc adjoindre k ce groupe de nouvelles sabstitations 
qui lui soient permutables, ce qui ^tablit notre proposition. 



Jordan, ^^alions di/ferentieUes Uniaires ä intigrale algibrique. 205 

196. Th^or^me. Les groupes permutables ä un faisceau F dont 
lautes les substitutions ont la forme 

X, y, z ax, by, css \ 

rentrent dans les categories dejä 6tud%6es. 

b c c 

En eflFet, si chacun des rapports — , — , "ä" ' * plusieurs valeurs 
dans chacune des substitutions de F, x, y, » et leurs multiples seront les 
seules fonctions des variables que les substitutions de F multiplient par un 
facteur constant Toute Substitution pennutable k F devant les remplacer 
les unes par les autres sera de Fune des formes (48.) k (53.). Et tout ^oupe 
form^ de semblables substitutions sera Tun des groupes du N<>. 62. 

Supposons au contraire que F ait toutes ses substitutions de la forme 

X, y, 16 ax, ay, cz\. 

Les substitutions permutables k F seront de la forme 

\x, y, z ax+ßy, a'x-^ß'y, yz\. 

Soit K un groupe d'ordre fini form^ de semblables substitutions. /Le groupe 
IC form^ des substitutions 

\x, y ax + ßy, a'x+ß'y] 
sera 6galement d'ordre fini, et appartiendra k Tun des 5 types trouv^s pour 
le second ordre. Quel que soit ce type, K sera Tun des groupes du N^. 62. 

197. Th6or6me. Les groupes permutables ä un groupe K dont 
toutes les substitutions sont de Cune des formes 

(138.) \x, y^ z ax, by, cä|, 

(139.) ja?, y, « o!y, Vx, c'z\ 

appartiennent aux categories dejä etudiees. 

Soient en effet W le groupe form^ par celles des substitutions de 
K qui sont de la forme 

(140.) \x, y, 55 ax, ay, cai, 
u) = m(p son ordre. Soient d'autre part F le faisceau form^ par celles des 
substitutions de K qui sont de la forme (138.), pmq) son ordre. Les autres 
faisceaux contenus dans K s'obtiendront chacun en adjoignant k W une 
Substitution de la forme (139.) et atiront pour ordre 2mq). 

Si p > 2, F 6tant le seul faisceau contenu dans K qui ait pour ordre 
pm(p, toute Substitution permutable k K \e sera k F. On retombera donc 
sur le cas du N^. 196. 



206 Jordan, iquations differentieUes Unfaires ä integrale alg6brique, 

II fant donc supposer p = 2 (Gar si p ^tait ^gal kl, les substi- 
tutions de K ^tant ^changeables entre elles, K serait un faisceau). 

D'autre part, les substitutions de V jouisseiit de la propri^t^ exclu- 
sive d'6tre ^changeables k toutes les substitutions de K. Donc toute Sub- 
stitution permutable k Ä' le sera k V; et Ton retombera encore sur le cas 
du N^. 196, k moins que V' ne se r^duise k *, auquel cas m = 1. 

F serait donc d'ordre 2(p, et V d'ordre (p. Donc F r^sulterait de 
la combinaison de * avec une seule Substitution de la forme 

S = \x, y, z axy —ay^ cz\. 

Cela est impossible. Gar K contient une Substitution de la forme (139.) 
laquelle transformera jS en 

S' = \xy y, z -ax, ay, cäj, . 
et V' renfermera la Substitution 

S-^S' = \x, y, z —x, — y, ss\ 
laquelle n'appartient pas k 4>. 

198. Probleme. Trauver les groupes composes H dont les substi- 
tutions sont permutables ä un groupe I deriee de la combinaison d[*un faisceau 
F dont les substitutions ont la forme 

(141.) \x, y, SS ax, by, cz\ 

avec des substitutions de la forme 

(142.) \x, y, z a'y, b'z, c'x. 

On peut choisir les variables y, z de teile sorte que dans Tune des 
substitutions (142.) on ait a' = b' = 1, d'oü c' = 1, 

B = \x, y, z y, z, x\. 

Gela pos^, les faisceaux autres que F contenus dans / r^sultent de 
l'adjonction k ^ de Fune des substitutions (142.) et ont pour ordre 3^). 

Donc F aura aussi pour ordre ^(p; sinon il serait seul de son esp^ce, 
et toute Substitution permutable k / T^tant k F, on retomberait sur le cas 
du NO. 196. 

Les substitutions de F seront donc de la forme 

\x,y,z e^x, ¥y, O'-'ßz I 

oü ^ = 1 (N^. 156), et r^sulteront de la combinaison de la Substitution 
arec la Substitution 

A = \x, yy z X, dy, ffzK 
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199. Voyons combien H pourra contenir de substitutions. Soit S 
Tune d'elles. Elle devra transformer A en une Substitution du groupe /, 
lequel, 6tant d^riv^ de 6, A, B, contient 27 substitutions. D'ailleurs A ne 
peut Stre transform^ en une des puissances de 6, ces puissances jouissant 
de la propri^t^ exclusive d'6tre ^changeables k toute Substitution de /. Done 
le nombre m des transform^es distinctes de A par les substitutions de H ne 
peut surpasser 24. 

Consid^rons maintenant celles des substitutions de H qui sont ^chan- 
geables ä A. Soit T Tune d'elles. La Substitution B transformant A en 
6A, sa transform^e B' par T, qui est ^changeable ä ^ et k OA, produira 
la mSme transformation. Ce sera done une des 9 substitutions de la forme 
O^A^B, lesquelles jouissent seules de cette propri^t^. Done le nombre « 
des transform^es de B par les substitutions T ne peut surpasser 9. 

Enfin Celles des substitutions de H qui sont öchangeables k ^ et k 
B devront multiplier x, y, » par un m€me facteur, qui sera n^cessairement 
une puissance de 0; elles se r^duiront done aux trois substitutions de 4^. 

Cela pos^, il est clair que H aura pour ordre m.ii.3, soit au 
maximum 24.9.3. 

200. Nous allons eflfectivement construire un groupe H permutable 
k /, et d'ordre 24.9.3. 

La Substitution B transforme en effet i4 et Ä en 6A, B. 
A les transforme en A^ ff^B. 
D'autre part la Substitution 



= \x, y, z y, ic, z\ 
les transforme en OA'^^ 5^ 
La Substitution 

D = \x, y, z jx, jff'y, jz\ oü / = 

les transforme en A, AB. 
Enfin la Substitution 

X aix^ y+ Ojs) 

£ = |y a{x+ ey+ z) 

\z a{x + ef^y + ff^z) 

(oü a^ = 3^^_giN , de teile sorte que le d^terminant soit 1) les transforme 

en B, A'B\ 

Cela pos6, il est clair que le groupe d^riv^ de 0, A, JB, C, D, E 
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m 

est permutable k /, et que ses substitutioTis pennettent de traimfonner A 
en une quelconque des 24 substitations de la forme O^A B^ oü a et /? ne 
sont pas nuls tous deux; et que Celles qui sont ^changeables k A traDS- 
fonneut B en une quelconque des 9 substitutions d^A'B. Enfin il contient 
les puissances de 6, 6changeables k ^ et ä R Son ordre est donc 
bien 24.9.3. 

201. Tout groupe dont les substitutions sont permutables k /est 
contenu dans H, ainsi qu'on Ta vu. Cherchons quels groupes moindres nous 
pourrons obtenir. 

Remarquons k cet eifet que les substitutions de H permutent l'un 
dans Tautre les 4 groupes a, ß, y, S respectivement form^s de la combi- 
naison de ß avec les substitutions A, B, AB, A^B. 

Les substitutions de I, ainsi que C, ne d^placent pas ces 4 groupes; 
D op^re sur eux la Substitution 

et E la Substitution 

E' = (aßy). 

Les substitutions D\ E' combin^es ensemble, foimeront un groupe 
ff alternd entre 4 lettres et isomorphe k H. 

Soient maintenant h un groupe contenu dans H; h' le groupe corre- 
spondant contenu dans ff. Diverses hypoth^ses seront possibles sur la 
Constitution du groupe h\ 

V\ Si A' ne contient aucune Substitution binaire, il sera form^ tout 
au plus des puissances d'une Substitution circulaire temaire, par exemple 
D'. Le groupe h sera exclusivement form^ des substitutions 6, A, B, C, D 
qui leur correspondent , et qui sont permutables au faisceau F. Ce sera 
donc Tun des groupes du N^. 62. 

2". Si A' contient une Substitution binaire, par exemple celle-ci 

h contiendra l'une des substitutions correspondantes de H. Celles-ci sont 
de la forme DES, S 6tant une Substitution correspondante k Tunit^, et par 
suite ^gale k T ou CT, T d^signant une Substitution de /; mais A contient 
/ par hypoth^se. Donc il contiendra l'une des deux substitutions DE ou DEC. 
Mais s'il contient DE, qui transforme -4 et ß en 5 et 6A^, il con- 
tiendra {DEfA^, qui les transforme en OA^ et 5*, et par suite sera de la 
forme CT; donc il contient C, et par suite DEC. 
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R^ciproquement, all contient DEC, qui transforme A et B en B^ et 
OA, il contiendra {DECfBA^, qui les transforme en 6A^ et B^, et sera de 
la forme CT. Donc il contient C, et par suite DE. 

Le groupe h contient donc toutes les substitutions 6, A, B, C de H 
qui correspondent k Tunit^ dans h'. II s'obtiendra en leur adjoignant une 
quelconque des substitutions qui correspondent ä chacune des autres sub- 
stitutions de h', k savoir DE, si h' ne contient pas d'autre Substitution bi- 
naire que D'E'; DE et ED s'il contient en outre la Substitution binaire 
ED' = (ay) (ß^). 

Nous obtenons donc en tout trois groupes nouveaux. 

1". Le groupe fl, d'ordre 27.2.12, d6riv6 de 6, A, B, C, D, E. 

2". Un groupe h d'ordre 27.2.4, d^riv^ de 6, A, B, C, DE, ED. 

S'\ Un groupe A, d'ordre 27.2.2, d^riv^ de 0, A, B, C, DE. 

202. Remarque. Les 9 substitutions de la forme A'B^, respec- 
tivement combin^es avec les puissances de 0, forment 9 syst^mes, que toutes 
les substitutions de H permutent les uns dans les autres. Les d^placements 
de ces syst^mes forment un groupe entre 9 lettres, d'ordre 9.2.12 (car les 
substitutions de H qui ne d^placent pas ces syst<^mes se r^duisent aux 
puissances de 0). Ce groupe est ^videmment identique au groupe hessien, 
ddjk rencontr^ dans des recherches assez vari^es (points d'inflexion des 
courbes du 3® ordre, etc.). 

203. Th^or^me. // nexiste aucun groupe plus general que H et 
permutable ä ses substitutions, 

En effet, H contient le groupe / form^ des 27 substitutions O^A^'B^ 
et auquel toutes ses substitutions sont permutables. Ce groupe / est le seul 
qui jouisse de ces propri^t^s. 

Supposons en effet qu'on eüt un autre groupe analogue F, contenant une 
Substitution S autre que celles de /. 5 avant pour ordre une puissance de 3, sa 
correspondante dans le groupe H' sera une Substitution temaire, teile que D\ 

Cela pos^, F contiendrait la transform^e de jS par B et par suite 
la Substitution S'\B~^SB. Mais S ayant pour correspondante D', transforme 
ff-' en une Substitution de la forme d? (^ ß)". Dono S-'B'^ SB =^6^ {AByB 
sera une Substitution de I, autre que les puissances de 6. Cette Sub- 
stitution est contenue dans f, ainsi que ses transform^es, lesquelles repro- 
duisent ^videmment par leur combinaison tout le groupe /. Donc /', conte- 
nant en outre jS^ aurait, contre l'hypoth^se, plus de substitutions que /. 
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Donc toute subatitution permutable k H \e sera k /, et par suite 
appartiendra k H. 

204 Thöor^me. Les imbstihUions permutables ä un groupe I derw6 
de subsHMions des formes 

(143.) \x, y, z ax, by, cä|, 
(144.) \x, y, z a'y, b'x, c'äI, 

(145.) \x, y, z a"y, b"z, c"a?|, 

ne foumissent aucun groupe nouveau. 

En effet, les coefficientB a, b^ c dans les diverses snbstitations de 
la forme (143.) sont des puissances d'une racine irr^ductible 6 d'une cer- 
taine öquation binöme. Si q est le degr^ de cette öquation, l'ordre du 

faisceau form^ par les substitutions (143.) sera ^gal k -|- ou k p^ (N<>. 76.). 

Les autres faisceaux contenos dans / contiendront , soit nne Substi- 
tution de la forme (145.), auquel cas ils seront d'ordre 3q>, soit une Sub- 
stitution de la forme (144.) ou des formes analogues 

Xy y, z a'x, b'z, c'yl, 
X, jf, z a*z, b'y, c'x\. 

Ils r^sulteront alors de la combinaison de cette Substitution avec celles de 
la forme 

\x, y, z ax, ay, cz\ 

lesquelles sont ^videmment les puissances de la Substitution 

\x, y, z d% d-'y, ffz\ 

dont on a ötabli l'existence (N^. 76.), et auront pour ordre 2^. 

Cela }>08^, si if contient un facteur autre que 2 ou 3, ou s'il est 
divisible par 2^ ou 3^ Vordre de F ^tant diflF^rent de 3y ou de 2p, le 
faisceau F sera seul de son esp&ce; et par suite, toute Substitution permu- 
table k / l'ötant k F, on retombera sur le cas du N<>. 196. 

11 faudra donc supposer p = 6, 3 ou 2. 

1". 8i p = 3 , Fordre de / ^tant ^gal k 6 fois l'ordre de F, sera 
^gal k une puissance de 3 multipliöe par 2. 

Celles de sos substitutions dont l'ordre est une puissance de 3 for- 
lueront (Sylow) un seul groupe F, ^videmment döriv^ des substitutions 
(14!).), (145,). Toute Substitution permutable k / l'^tant k F, on retombera 
nur Ic cas HwM au N». 198. 
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2". Soit p = 6. Celles des substitutions de F dont Vordre est puis- 
sance de 3 seront de la forme 

(147.) |a?, y, Ä «% ¥y, ö~"-^ä!. 

Si F contient une snbstitation de cette forme antre que celles de *, 
il contiendra ^galement ses transform^es par les substitutions de /^ qui 
combin^es ensemble reproduiront toutes les substitutions (147.). Dans ce 
cas Tordre de F sera ^gal k p' et >» 3y, >» 2p. Done F sera seul de son 
esp^ce et Ton retombera sur le cas du N^. 196. 

3". Reste ä discuter le cas oü Ton a p = 2 ou bien p = 6 , mais 
F ne contenant d'autre Substitution ternaire que celles de *. F r^sulte 
alors de la combinaison de * avec un groupe F d'ordre 4 dont les sub- 
stitutions sont de la forme 

\x, y, z (-l)«ar, (-l)^y, (-1)«^''^!. 

Ce groupe F est le seul d'ordre 4 qui soit permutable aux substi- 
tutions de /. En eflfet, soit S une Substitution d'ordre puissance de 2 con- 
tenue dans /, mais 6trang6re k F. Elle sera de la forme (144.); et com- 
bin^e avec sa transform^e par une des substitutions (145.), eile donnera 
une Substitution de la forme (145.), et dont par suite, Vordre sera divisible 
par 3. Le groupe form^ par S et ses transform^es aura donc son ordre 
diflF^rent de 4. 

Le groupe /' ^tant seul de son esp^ce, tonte Substitution permutable 
k / le sera k F, et Ton retombera sur le cas trait^ au N®. 196. 

205. La recherche des divers groupes H d'ordre fini, et dont les 
substitutions ont pour d^terminant 1 est donc compl^tement termin^e. 

Les groupes G^ d'ordre fini, dont les substitutions ont un d^terminant 
quelconque, s'en d^duiront imm^diatement (N^. 63). 

Soient en eflfet H Tun des groupes pr6c6demment trouv^s ; 1, S, T, . . . 
les substitutions dont il est d^riv^; a, a, ..., n, «', ..., p, p\ ... des 
substitutions qui multiplient toutes les variables x^ y, z> par un mSme facteur, 
respectivement ^gal aux quantit^s a, a', . . . , n, «', . . . , p, p\ ... racines 
de l'unit^; le groupe G d^riv^ des substitutions 

a^ a, • • M fiS^ nS; • • •; pT, pT, • • •; • • • 
sera d'ordre fini; et r^ciproquement tont groupe d'ordre fini se rattachera 
de cette fa9on k Tun des groupes H. 

On peut remarquer que les quantit^s a, a\ ... ^tant des racines de 
Tunit^, les quantit^s a^a^ . . . seront les puissances d'une seule d'entre elles, 

27* 
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que nous d^signerons par m. Les substitations d^riv^es de a, a', ... se 
r^duiront donc aux pnissances de la Substitution m. 

En second lieu , si G contient les substitutions nS, n'S, . . . il con- 
tiendra les substitutions n'^^n'y ..., lesquelles, multipliant x, y, ss par un 
mSme facteur, devront se r^duire k des puissances de m. On aura donc 
n' = m^n; et les substitutions n'S = m^nS, . . . ^tant d^riv^es de m et de nS 
pourront 6tre supprim^es de la suite des substitutions dont G est d^riv^. 

On pourra supprimer de mfime les substitutions p'T^ etc. Donc G 
sera d^riv^ des seules substitutions 

206. 1". Cela pos^, admettons d'abord que H ait ses substitutions 
de la forme 

\x, y, « ax+ßy, a'x + ß'y, y»|. 

Les substitutions de G serout ^videmment de la mSme forme; et le groupe 

\x, y ax + ßy, a'x + ß'y \ 

k deux variables, ^tant d' ordre fini, appartiendra k Tun des cinq types 
du NO. 33. 

Soit 17 = une ^quation diflfl^rentielle ayant pour groupe G. L'in- 
t^grale particuli^re z ^tant multipli^e dans chaque Substitution de ce groupe 
par un facteur y racine de Tunit^, sera racine d'une ^quation binöme, dont 
le second membre sera une fonction rationnelle de la variable /. 

Quant aux integrales x, y, elles seront racines d'öquations binömes, 
dont les seconds membres seront des fonctions rationnelles de t, ou de t 
et des racines d'une 6quation auxiliaire, de degr6 2, 4 ou 5 (N<>. 34). 

207. 2^' et 3''. Si H est d^riv^ de substitutions 

(148.) \x, y, z ax, by, cs\ 
jointes k une Substitution 

'S = \x, y, z a'y, b'z, c*x\ 
ou k la Substitution 5 et k une Substitution 

T = \x, y, z a"y, b"x, c"»|, 

il en sera ^videmment de mßme de G. 

Les permutations op^r^es entre les variables par les substitutions de 
6 forment un groupe g, de degr6 3 et d'ordre 3 ou 6, et isomorphe k G. 
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Si donc U=0 est une ^quatioii diff^rentielle ayant pour groupe G, 
on pourra par la r^solution d'une ^quation auxiliaire -¥ = du troisi^me 
degr^, r^duire G k Celles de ses substitutions qui sont de la forme (148.). 
Cela fait, x, p, s seront devenues les racines d'^qiiations binömes. 

208. 4". Si H est d^riv6 des substitutions A, B, C des N^«. 187 
k 192, seules ou jointes k ia Substitution (oü Ö^ = 1), G sera d^riv^ de 
substitutions de la forme 

m, nA^ pBy qC. 

Mais alors il contiendra la Substitution 

{nAy'ipBy'nApB = ^"^ 

ainsi que ses transform^es par les substitutions de G^ ou ce qui revient au 
mSme, par les substitutions du groupe d^riv^ de A, B, C. Ces transformöes, 
combin^es entre elles, reproduisent toutes les substitutions du groupe {A, B, C). 
II suffit pour s'en assurer, de remarquer que {A, B, C) est isomorphe au 
groupe alternd entre cinq lettres (N*^. 187.), lequel est simple. 

Donc G contiendra les substitutions Aj By C, et par suite les sub- 
stitutions n, p, qy lesquelles, multipliant or, y, z par un mSme facteur, 
devront se r^duire k des puissances de m. Donc G sera d^riv^ des sub- 
stitutions 

m, Ay By C 

Si 17=0 est une 6quation diflF^rentielle ayant pour groupe 6, la 
r^solution d'une ^quation du 5® degr6 X=0 r^duira son groupe aux sub- 
stitutions my lesquelles multiplient une fonction Unfaire quelconque de Xy yy & 
par une mSme racine de l'unit^. 

Donc toute integrale de l'^quation ü" = sera racine d'une ^quation 
binöme, ayant pour second membre une fonction rationnelle de t et des 
racines de X 

209. 5". Si H est d^riv^ des substitutions Oy Ay Ä,. C, D, E du 
N®. 200, G sera d^riv^ de substitutions 

m, nAy pBy qCy rDy sE 

et contiendra la Substitution 

{qC)-\{sE)-\qC.sE = C-'E''CE 

et ses transform^es par les substitutions de G. On s'assure ais^ment que 
ces transform^es, combin^es entre elles, reproduisent toutes les substitutions 
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d^riv^es de 6, A, B, C, DE, ED. Donc G contiendra ces sabstitations, et 
par suite les substitutions n, p, q et r» = rD.sE.{DE)^\ lesquelles devront 
se r^duire k des paiBsances de m. Donc G sera d^riv^ des substitutions 

(149.) m, A, B, C, rD, sE. 

n contient d'ailleurs la Substitution 

{rDY = r". 

Donc f^ doit 6tre une puissance de m, qu'on peut supposer ^gale k 1, m 
ou m^; car si Ton avait r^ = fii"+% on pourrait remplacer dans la suite (149.) 
la Substitution rD par la Substitution m'^rD, dont le cube se rdduit k m^. 

On pourra d'ailleurs supposer « = r^ ; car rs et r^ ^tant des puissances 
de m, s ne difF^^re de r^ que par une puissance de m. 

Enfin, la Substitution C ^tant d^riv^e de la combinaison des aatrea 
substitutions de la s^rie, on pourra la supprimer. 

210. 6*'. Si H est d^riv^ des substitutions 

e, A, B, C, DE 

du No. 201, G le sera de substitutions 

(150.) m, nA, pB, qC, sDE. 
II contiendra la Substitution 

{nA)'\{qC)'\nA.qC = OA 

et ses transform^es par les substitutions de 6^ lesquelles reproduisent toutes 
les substitutions d^riv^es de 6, A, B. On peut donc supposer n = p = 1. 
D'ailleurs G contient {sDEfA^^ laquelle est de la forme *'Cr, oü 
T est d^rive de ö, Aj B (N^. 201); donc il contient *^C, et par suite 

laquelle devra se r^duire ä une puissance de m. On pourra donc dans la 
s^rie (150.) effacer la Substitution qC^ qui r^snlte de la combinaison des autres. 
Enfin G contient {s^(y - **, qui devra se r^uire k une puissance 
^le m. On pourra la supposer egale k 1, m, m^ ou m*. 

211. 7". Si H est d^rivö des substitutions 

ö, A, B, C, DE, ED 

du N^. 201, G le sera des substitutions 

m, nA, pB, qC, sDE, tED 
et Ton |>ourra supposer comme tout k Theure n = p = 1, et effacer qC de 
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la s^rie. D'ailleurs G contient la Substitution {tEDy^ laquelle est de la 
forme fCT. Done contient fC, et comme il contient d'autre part s^C on 
aura f = *W, p pouvant 6videmment 6tre suppos^ ^gal k ou ä 1. 

212. Remarquons que dans les trois demiers cas que nous venons 
d'examiner, H contient la Substitution 0, laquelle est une puissance de m. 
Donc le degr^ de T^quation binöme dont m est racine est un multiple de 3. 

Enfin dans chacun de ces trois demiers cas, il existe un groupe r 
de degr6 9, contenu dans le groupe hessien isomorphe ä 6, et tel que 
Celles des substitutions de G qui y ont Tunit^ pour correspondante se r6- 
duisent aux puissances de m (N®. 202). 

Donc si 1^= est une ^quation diflf^rentielle ayant pour groupe G, 
ses integrales seront racines d'^quations binömes dont les seconds membres 
sont fonctions rationnelles de t et des racines d'une ^quation hessienne. 

Paris, juin 1877. 



216 



Verallgemeinerung einer Jacobischen FormeL 

(Von Herrn Stern in Göttingen.) 



Zlu der schon seit alter Zeit bekannten Formel 

(1.) (l+2 + .-- + a:)' = V + 2''\-'" + a^ 

hat zuerst Jacobi eine neue ähnliche hinzugefügt (Briefwechsel zwischen 
Gauss und Schuhmacher Bd. ö p. 299), nämlich 

(2.) 2(1+2 + . ..+aj)* = (r+2^+... + x'} + (r+2^+... + x*). 

Die allgemeine Formel, von welcher die beiden vorhergehenden nur einzelne 
Fälle sind, scheint noch nicht bekannt zu sein, obgleich sie sehr einfach 
ist Setzt man nämlich 

S, = l"+2'*+... + aj-, > 
, ^^ __ n(n-l)...(n~y+l) 

so hat man 

(3.) 2--'(l+2 + ... + a:r = (»,l)S2«-i+(«,3)S,,.3+-' + («,»)S,, 

weim n ungerade, und 

(4) 2-'(l+2 + .-. + xr = (», 1)52-1 + («,3)S,,.3 + ---+(»,»-i:S,+i, 

wenn n gerade. 

Dass diese Formeln richtig sind , wenn man a? = 1 setzt, versteht 
sich von selbst, da sie dann auf die bekannten Sätze zurückkommen, dass, 
je nachdem n ungerade oder gerade ist, man 

2"-' - (», l) + (»,3) + ...+ (ii,fi) 
oder 

2r ' = (fi, l) + (ii,3) + ... + (fi,ii-l) 

hat. Es ist also nur zu zeigen, dass, wenn diese Formeln bis zu einem 
bestimmten x gelten, sie auch noch für aj + 1 ihre Geltung behalten. Das 
heisst: es ist zu zeigen, dass, je nachdem n ungerade oder gerade, 

2*-'[a+2 + ... + x + l)--(l+2 + .-. + x)T 

= (ii,l)(a:+l)'*-^+(ii,3)(x+l)'"-H. .. + («, »)(x+l)" 

= {x+ir[{n, l)(x+l)"-»+. .. + (»,»)] 
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oder 

= (», l)(a;+ir-H... + (», » -l)(x+l)-+' 

= (a5+l)-[(«,l)(a?+l)-'+(»,3)(ar+l)"-»+...+(«,«-l)(sr+l)]. 
Nun ist 

2-'[(l+2 + -..-fx-Ll)"-(H-2 + ...+x)-] = -^±l^[(a!+2)--x-]. 

Femer folgt aus 

a?- = (a;+l-l)" = (aj+lr~(«, l)(a5+l)-'+".±(n,»), 

wenn n ungerade ist, 

(«, 1) (jT+l)"-' + (», 3)(a;+l)"-'+- + (»,«) 

= (a;+l)"-aj- + (»,2)(«+l)"-H.- + (»,«-l)(aj+l) 
und mithin 

a;-+2[(n, l)(aT+ir-' + (ii, 3)(a5+l)"-»+...+ (n,«)] 

= (a5+l)" + (», l)(a; + l)"-' + ... + (»,») = (05 + 2)" 
oder 

(x + 2>'-x» ^ („,l)(a5+l)-> + (»,3)(x+l)-»+... + (»,«), 

wodurch die Formel flir ungerade n bewiesen ist. Ebenso beweist mau sie 
für gerade n. 

Setzt man n = 2ür, so folgt zugleich aus (4.) in Verbindung mit (1.) 

2'*-»[P+2'+...+x»]* = (2Ä,l)S«_, + (2&>3)S«_3+-+(2A,2Ä-l)S«+i. 
Ist » gerade, so folgt aus (4), wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet, 

2""- (1+ 2 + . • • + xf = [(», 1)5»«-. + (», 3) S,._3 + • • . + («, n -1) S.+ J™ 
und zugleich, wenn man mn statt n setzt, 

2«--» (1+2+ ••.+«)"•• = {mn, 1)S2,„,_, + (ot», 3)S,„,_,+ - + (ot»,ot«-1)S„,+„ 

also 

j 2"-' [(«, 1 ) S,,_, + («, 3J 5,,_, +...+ (»,« -l) S.+,]"' 

1 = (mn, 1)5,^,-1 +(«»», 3) 5,„„_jH !-(»»»,♦»»— l)S^+i. 

Da zugleich, je nachdem m gerade oder ungerade ist, auch, wenn man nach 
(4.) oder (3.) den Werth von (1 + 2H t-aj)"" berechnet, hieraus 

2C»-')-( 1+2 +...+«)"•" = (i»,l)S,„_, + (m,3)S„_j + ... + (m,m-l)S.+, 

oder 

= («, 1) Sj,„_, + (m, 3) Sj„_, +•• • + (m, «i) S„ 

folgt, so ergiebt sich die bemerkenswerthe Formel, dass wenn » gerade: 

2"' [(«, 1) S,, -. + (», 3) S,,_, +••■ + (»,» -1) S.+,]"' 
= 2" [lOT, 1) S,„_i + («I, 3) S„_, + . . . + (w, OT -1) S„+0" 
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oder 

= 2- [(m, 1) S,,., + (m, 3) S^.-a + • • • + (m, m) S J% 

je nachdem m gerade oder ungerade. 

Ist n ungerade, so findet man ebenso, je nachdem m gerade oder ungerade, 

oder 

= (rnuy 1) Sj^n-i + — h (»ww, iwi) S„^ 
und zugleich 

2- [(«,1} «,,_. + •..+ (II, ii)SJ- = 2-[(m,l)S,,., + ... + (iii,m^l)S^,]" 
oder 

= 2»[(m,l)S2,.. + ... + (m,m)SJ\ 

Göttingen, im April 1877. 
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lieber die Benutzung einer vierfachen Mannigfaltigkeit 
zur Ableitung orthogonaler Flächensysteme. 

(Von Herrn Mehler in Elbing.) 



Wenn man eine Umformung durch reciproke Radienvectoren aus 
einem reellen Centrum mit einer solchen aus einem imaginären Centrum in 
passender Weise verbindet, so gelangt man zu einer Substitution, welche, 
wenngleich sie reelle Elemente eines räumlichen Gebildes imaginären Ele- 
menten eines anderen zuordnet, doch zu manchen Zwecken mit Vortheil 
verwandt werden kann. So kann man mittels derselben von einem ortho- 
gonalen Systeme, welches aus einer Schaar (imaginärer) concentrischer 
Kugelflächen und zwei Schaaren von Kegelflächen besteht. Übergehen zu 
einem aus (reellen) Rotationsflächen und deren Meridianebenen bestehenden 
Systeme, und zwar entsprechen die Meridianebenen der Schaar von Kugel- 
flächen, die Parallelkreise den geraden und die Meridiancurven den sphä- 
rischen Krümmungslinien der Kegelschaaren. Durch die Arbeit des Herni 
Wangerin im 82. Bande (p. 145—157) dieses Journals wurde ich veranlasst, 
die erwähnte Substitution, welche ich vor langer Zeit zur Erleichterung 
gewisser auch durch andere HUlfsmittel auszuführenden Rechnungen benutzte, 
wieder aufzunehmen, und indem ich dieselbe auf eine beliebige Anzahl von 
Variablen ausdehnte, erhielt ich einige bemerkenswerthe Resultate. Ins- 
besondere gelang es mir bei Zugrundelegung von vier Variablen (auf welche 
Zahl ich mich im Folgenden beschränken werde) , das von Herrn Wangerin 
und von anderen Gesichtspunkten aus schon früher von den Herren Dar- 
boux und Tisserand behandelte Flächensystem aus den verallgemeinerten 
elliptischen Polarcoordinaten abzuleiten. Nachträglich bemerkte ich, dass 
eine reelle Substitution zu ähnlichen, wenn auch nicht identischen Resul- 
taten führt. Ich will mit dieser letzteren beginnen. 

I. 
1. Es mögen die vier Variablen |, rj, C, i^ von vier anderen x, y, 
i&y t abhängig gemacht werden durch die Gleichungen: 

28* 
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in welchen p eine Constante ist und r' die Bedeutong hat: 

Es ergiebt sich hieraus: 

'x = 2p'jr. 9 = 2p'f, « = 2p'-^, 
(2.) U = p+2p^'-^=p^±^^^±^+^^, 

Eine unmittelbare Folge dieser Beziehungen ist die Gleichung: 

(§-f.)^+ {v-v.r+ (?-?.)*+ i^-^.)^ = V (^-"■)'+cy- j^ )y-».)'+(*- o: , 

und diese geht för unendlich kleine Werthe der Differenzen f— fi, x—Xi u. s. w. 
über in: 

Es mögen femer f, rj, ^, ^ durch vier neue Variable a, Aj, A,, X3 ausge- 
drückt werden vermöge der Gleichungen: 

(4.) S = af, 7? = a/;, ^ = a/2, d = a/3, 

in welchen f, /",, /i, /j Functionen von A,, i,, A3 sind. Die Summe der 
Quadrate dieser Functionen sei = 1 , und die Summe der Quadrate ihrer 
Differentiale habe die Form Lidk]+L2d^ + Lidkl^ enthalte also nicht die 
Producte der Differentiale der X. Man erhält dann: 

(5.) df+dri' + d^' + df^' = da'+a\L,dkl + L,diil+L,dkl), 

und durch Benutzung von (3.) und der letzten der Gleichungen (2.): 

dx'+dy' + dz+df = ^\d0'+o\L,dk]+L,dl]+L,dil)\j 
(6.) { y 



^1 _i 

Da nun t zu den neuen Variablen in der Beziehung t=p ^ steht, so 

zeigt sich, dass dem constanten Werthe < = flir alle Werthe der l der 
constante Werth a=^p (oder auch n = — p) entspricht , dass also In diesem 
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besonderen Falle flir rf< = auch rfa = wird, und man erhält den 

folgenden Satz: 

Sind f, fxj /,, fz Functionen von X,, X^, A3, welche die Bedin- 
gungen erfüllen: 

W^-dfl^-dfi+dfl = Udk\ + Ud)i + L,dX\, 

and werden die rechtwinkligen Coordinaten x, y, s eines Punktes 
im Räume als Functionen der l dargestellt durch die Gleichungen 

(Si\ -_ Pf Pf> , - Pft 

oder die damit gleichbedeutenden 

f 2px 2py 



'^- x'+y'+»'+p' ' '*~ x'+y'+»*+p* ' 

80 sind il,, A,,, ilj die Parameter dreier orthogonalen Flächen- 
schaaren, und das Quadrat des Linienelementes wird transformirt in : 

(10.) rfx'+ rfyH rf»' = p' ^■<^^? + M^^y+^.'^^: . 

2. Vermöge des letzten Ausdruckes nimmt die Differentialgleichung 
JV=0^ wenn man zur Abkürzung iL^lnl^^Q setzt, die Form an: 

d r__0__di^\._d_f Q ^^^1 ^ r ^ ^^ ^ - 

und durch die Substitution 



geht dieselbe über in: 

(11.) ^4:(i^) = ^^.^4(41(7=)). 

wobei die drei Glieder, aus denen jede der beiden Summen besteht, er- 
halten werden, wenn man A und L successive mit den Indices 1, 2, 3 versieht. 
Um den Coefficienten von T auf der rechten Seite der Gleichung zu be- 
stimmen, kann das folgende Verfahren angewandt werden. Die Gleichung 
(5.) lässt, wie man weiss, sogleich erkennen, dass die Differentialgleichung 



d^* ' «9»;» ' dC ö*' 
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durch die Snbstitatioii (4.) übergeführt wird in: 

Nun ist e~' für jeden Werth der Constanteu p eine particuläre Lösnng 
dieser Differentialgleichungen, es genügt ihnen also auch der Ausdruck 

_ njpdp_ _ r Jpdp 

" ~J 0* -J a*- '>— '^ ^ -• ' 
das heisst: 



e« J a*-2apr,-\-p' 



W = 



\'2aVi-f, 
Daher ist: 

und die Differentialgleichung, welcher T Genüge leistet, gewinnt die fol- 
gende Orestalt: 

3. Die Anwendung des Vorhergehenden auf den Fall der elliptischen 
Polarcoordinaten ist unter Benutzung bekannter Htilfsmittel *) leicht zu be- 
werkstelligen. Wenn die Gleichung : 

für jeden Werth von X bestehen soll, so gentigen die Quadrate der f nicht 
nur der ersten der Bedingungsgleichungen (7.), wie man findet, wenn man 
A = oo setzt, sondern auch drei anderen linearen Gleichungen, die man durch 
die Annahmen >t = A|, >l?, X^ erhält. Man findet ferner bekanntlich drei 
andere wichtige Relationen, wenn man die obige identische Gleichung zu- 
erst nach X differentiirt und dann erst X = A^, Ä2, ^3 setzt. Vermöge der 
elementarsten Eigenschatten der Partialbrüche ergeben sich filr /'^ flj ... 
die folgenden Werthe 



*) Die allgemeinen elliptischen Coordinateo sind in Jacobis „Vorlesungen über 
Dynamik" (p. 198 sq.) eingenend bebandelt; elliptische Polarcoordinaten ttlr beliebig 
viele Variable sind von Herrn Heine in seiner Abhandlung „Die Lam^schen Functionen 
verschiedener Ordnungen'^ (dieses Journal, Bd. 60) angewendet worden. 
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Damit dieselben positiv seien, mttssen die Parameter A,, A^, l^ sich innerhalb 
der drei Intervalle bewegen, welche zwischen den ihrer Grösse nach ge- 
ordneten vier Constanten a, ß, y, J enthalten sind. Man findet nun, wenn 
man die oben nur angedeuteten Gleichungen benutzt und zur Abkürzung 

' dT . , 

setzt, dass LidX] + L2d)ii + l^dl] gleich wird 

und erhält für T= Vi^l-f^ aus (12.) die Differentialgleichung 

welche auch folgendermassen geschrieben werden kann: 

(14.) 2:{k,^l,)(-^ + AklT) = 0, 

wobei die beiden nicht angeführten Glieder der Summe aus dem ersten 
durch cyklische Vertauschung der Indices hervorgehen. 

Setzt man in die oben erwähnten linearen Gleichungen, denen die 
Quadrate der f genügen, die in (9.) enthaltenen Ausdrücke ein, so gehen 
dieselben über in: 

Die Identität des durch diese Gleichungen dargestellten orthogonalen 
Flächensystems mit dem in der Abhandlung des Herrn Wangerin betrach- 
teten Systeme ist leicht nachzuweisen. Wenn aber die daselbst mit D' be- 
zeichnete Grösse positiv ist (dies findet gerade in dem dort ausführlich 
behandelten Falle statt), so muss man p^ einen rein imaginären und den 
übrigen Constanten, sowie den Parametern, complexe Werthe beilegen, und 
die formell noch bestehende Vereinfachung der Differentialgleichung wird 
für physikalische Probleme illusorisch. Weiter unten werde ich jedoch 
zeigen, dass auf anderem Wege auch im Falle eines positiven D* die 
Differentialgleichung einer entsprechenden Reduction fähig ist. 

4. Sobald vier Functionen f, /i, /i, f^ bekannt sind, welche den 
Bedingungen (7.) genügen, so lassen sich an deren Stelle mittels einer 
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linearen orthogonalen Substitution vier andere: 

einfuhren und diese bestimmen ein neues orthogonales System, in welchem die 
rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes X, Y, Z heissen mögen. Löst 
man die aus (9.) durch die angegebenen Veränderungen hervorgehenden 
Gleichungen nach ^ ... /s auf und setzt zur Abkürzung 

P = 2p{aX-\-hY'\-cZ)-\-b{X'+Y' + Z'^p'), 
P, = 2p{a^X+h^Y+c,Z) + h,{X'+Y' + Z'^p') u. s. w., 

so wird das neue System durch die Gleichungen bestimmt: 

P P. 



^^•) \ P, j^ 

^* ~ x'+r+z'+p'"' '' - x»+r + zM-p' ' 

Zwischen den Coordinaten entsprechender Pankte beider Systeme finden 
also die folgenden Beziehungen Statt: 

P A ^ f . ^ f. ^ X'+P+Z'+p' 

2px 2py 2pz. x* + y' + ii*-p* x* + y* + t' + p* 

= -^•!(^-T!^)'+(>'-Är)'+(^-Ör)'l' 

und der gemeinschaftliche Werth dieser Ausdrücke giebt zugleich den Werth 
des Verhältnisses an, in welchem die Linienelemente zu einander stehen, 
wie leicht daraus hervorgeht, dass 2dP^ = -2'rf/'^, also nach (10.) 

dx' + dy' + dz' "" (i-F.y 

ist. Wenn man in obigen Gleichungen die Coordinaten (x, y, i) des einen 
Systems um je eine Constante vermehrt, so enthalten dieselben 10 von 
einander unabhängige Constante und repräsentiren eine Umformung durch 
reciproke Radienvectoren aus einem beliebigen Centrum verbunden mit einer 
beliebigen Verschiebung und Drehung. Zieht man aber nur die Gestalt 
der Flächen und nicht auch ihre Lage im Räume in Betracht, so kann 
man sagen, dass aus einem gegebenen Systeme durch (9'.) oder (17.) nur 
solche Flächen gewonnen werden können, welche auch durch eine einfache 
Umformung durch reciproke Radienvectoren sich daraus ableiten lassen. 



Mehler, zur Theorie der orthogonalen Flächemtysleme. 225 

Es ist leicht zu erkennen, dass die Gleichungen P = 0, . . . , P , = 
vier Kugelflächen darstellen, von denen jede die andere rechtwmklig 
schneidet, und für welche der Anfangspunkt der Coordinaten der Potenz- 
punkt ist. Man kann auch X'^+Y'^+Z^+p'^ = als die Gleichung einer 
fünften mit jenen vier ebenfalls orthogonalen Kugelfläche auflfiassen. Herr 
Darboux hat schon vor einer Reihe von Jahren die Potenzen eines 
Punktes in Bezug auf fünf orthogonale Kugeln als homogene Coordinaten 
des Punktes eingeführt und zu umfassenden Untersuchungen namentlich 
über die Gattung von Flächen, welche er Cycliden nennt, benutzt. In 
einer in den Comptes Rendus (1876, II, No. 22 und 23) mitgetheilten Ab- 
handlung wendet er diese Coordinaten an, um in die Differentialgleichung 
j 7 = die Parameter des allgemeinsten Systems orthogonaler Cycliden 
einzuführen. Wenngleich ich aus dieser Abhandlung und nach Einsicht 
des dort citirten Werkes des Herrn Darboux erkenne, dass meine Arbeit 
mich in vielen Punkten nur zu bekannten Resultaten geführt hat, so glaube 
ich doch, dass auch der von mir eingeschlagene Weg der Untersuchung 
einige Beachtung verdient. 

5. Aus den elliptischen Coordinaten erhält man, wenn man (9'.) 
statt (9.) in Anwendung bringt, das orthogonale Flächensystem . 

Di p« p« p« 

Hferr Darboux giebt die Gleichung des allgemeinsten Systems orthogonaler 
Cycliden in der Form 

Z^^^ = 0. 

Eliminirt man hieraus xs mit Hülfe der zwischen den x bestehenden Re- 
lation Zo^i = 0, und setzt dann 



so entsteht: 



1 1 

p — «5 = -r ^^^ ai — as = — (für «<5), 



+ -:^H- + -^ + -^ = 0. 



«j — k a^ — k «j — k a^ — k 

Da die Grössen P, P, , P, , P3 dieselbe geometrische Bedeutung und (wenn 
man za X, Y^ Z ^e eine Constante addirt) dieselbe Allgemeinheit besitzen, 
wie die Grössen o?,, o;?, a?3, 0^4, so können die allgemeinsten orthogonalen 
Cyclidenschaaren auch unter der Form (18.) dargestellt werden. Die 
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IMiferentialgleichnng JV =:() wird offenbar auch hier anf die in (14.) an- 
gegebene Form redneirt, wenn zwischen V und T die Beziehnng 

besteht während /, /l, /,, /, die in (13.) angegebenen Werthe besitzen. 

n. 

1. Die imaginäre Substitution, zu welcher ich jetzt flbergehe« kann 
gebildet werden durch Combination der beiden folgenden: 

_2pV_ _ 2pV c. _ p' — a/"— /' — s^ — r 



und: 



,_ 2p'a; ,_ 2p'y ^_ gp'^, 
* ='tp-'^p p =tp ^ 



r* 



Man findet aus den letzten Gleichungen leicht, dass: 

und hieraus durch Addition des Werthes von 2pt': 

(1.) r'^r^ = -V(Äi+t»2S 
und die resultirende Substitution und deren Umkehrung erhalten die folgenden 



Formen : 



(2.) 



^' 2(3.+«.) ' *'- 2(S, + iS.) 



»9 = 



i 8(s.+«,) ' '' • 2(f, + <&) 

Bemerkenswerth sind die Relationen 

(3.) (C,+tt,)(»i+««») = P% 



(4) r+i7'+s?+si= -p*^ 



Ä. — t«. 



Ä,+tÄ, 
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Unter Benutzung der Gleichung (1.) erhält man durch zweimalige An- 
wendung der Gleichung (3.) des ersten Abschnittes: 

Setzt man jetzt a, = acosy, aj^^siu^j »o wird 

(5.) d^ + dr]^ + dCl-\-d^. = p-e-'^(V-f '^' + y + '^'' ), 
zugleich aber geht (4.) über in: 

und daher ist es erlaubt zu setzen: 

wenn g', gfi, g'j? fl'a solche Functionen dreier unabhängigen Variablen u,, ^, u^ 
vorstellen, durch welche die Bedingungsgleichung 

(7.) gi-g'-ff]-gl = 1 

identisch erfüllt wird. Ist nun femer 

(8.) . dg' + dg] + dgl--dgl = M,dfi\ + M,dnl + M,d^Ll 

so erhält man fUr df-i — den folgenden Ausdruck 

(9.) rf^ + dt]' + rf^ + rf^ = p' e-'^' {dcp' + M, diu\ + M, ditii + M, dfi]). 

Wenn man nun einerseits (2.) mit (6.) und andererseits (5.) mit (9.) in 
Verbindung bringt, so fällt das Imaginäre und zugleich die Variable q> aus 
den Resultaten heraus, und man gelangt zu dem folgenden Satze: 

Genügen g, g^^ g^^ g^ den Bedingungen (7.) und (8.), und bedeuten 
X, y, a die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes im Räume, so wird 
durch die Gleichungen 



X 



fl^i-— , g^- 2pz 



oder, was dasselbe ist, durch 



^ = ^:7-, ff = -r^?^, » = 



9t + 9i ' * 9t +9, ' 9t+9t 

ein orthogonales Flächensystem mit den Parametern .u,, .u,, /t, bestimmt, 
und das Quadrat des Linienelementes hat die Form 

dx'+dy'+di' = p' JLM+Mi:^i^l+li^tL . 

29* 
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2. Die Transformation der Differentialgleichung JV=0 kann hier 
noch etwas einfacher als im vorigen Abschnitt ausgeführt werden. Die 
Gleichungen (5.) und (9.) liefern nämlich für die Differentialgleichung 

die folgenden beiden Umformungen: 

ox* oy dz \ z dz ^ z^ orp ^ dq> ^ ' 

worin iV = yMi M2 My Setzt man nun in diesen beiden Differentialgleichungen 

respective 

W^^e^V.^z und W=e^'T, 

und macht die offenbar zulässige Voraussetzung, dass V und T beide von 
(p unabhängig sind, so gehen dieselben über in: 

dx' "^ dy' + ÖÄ« ■" ^ 

und 

ö^. V M, ö^, >*+ dfi, S *, ö^, >'^ d(t, \ M, df*, ;+ *^^ - "• 

Diese Form also nimmt die Gleichung JV=0 an, wenn dnrch die Snb- 
stitntion 

an Stelle des Potentials V die Function T eingeführt wird. 

3. Die Anwendung auf die elliptischen Polarcoordinaten erfordert 
fast keine neuen Rechnungen. Man bildet die für —g^, — fl'n ~"fl^7 9I ^^ 
benutzenden Werthe, wenn man in den vorher für f^, fx, /?, fl aufgestellten 
l durch fi ersetzt und durch die richtige Auswahl der Intervalle dafür 
sorgt, dass g^ g^^ gr,, g^ reelle Werthe vorstellen. Es sind hier von den 
fünf Intervallen, in welche die Werthe a, /i^, y, c? die von —00 bis +00 
ausgedehnte Zahlenlinie theilen, diejenigen beiden auszuscheiden, welche d 
zur gemeinschaftlichen Grenze haben, und die drei Übrig bleibenden sind 
durch die Parameter //,, fi^^ f^i zu besetzen. Es erscheint überflüssig, die 
sich so ergebenden Resultate niederzuschreiben. 

Man kann jedoch zu einem reellen Flächensystem auch dadurch ge- 
langen, dass man den Parametern und einem Theile der Constanten ima- 
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ginäre Werthe beilegt, und dieser Fall bedarf einer kurzen E^TÖrtening, 
Man setze, was ohne wesentliche Beschränkung der Allgemeinheit statthaft 
ist, y = 1, cy= — 1, und verwandele gleichzeitig in, a, (i, p^ in f>, ta, i/i, 
tp% also p in (l+Op/i; dann erhält man folgende Gleichungen 



=/ 



0? = 



(/?-«)(! + «') ^ •*" i;. + i;. ' 



^'-y (a_/J)(1 + /?') ' y- g^ + g^ ' 

In der letzten derselben ist Ä' = «'+ y*+ a*, und die Intervalle können hier 
unbeschadet der Allgemeinheit dnreh die Ungleichheiten 

bestimmt werden. Es behalten hier nur g und g, reelle Werthe, während 
g-i und gi complexe Grössen sind. Setzt man aber 

so sind ^ und S leicht zu bestimmende reelle Functionen von u,, ^u,, //,, 
und die Formeln, welche die Coordinaten explicite durch die Parameter 
ausdrücken, gehen Über in 

__ P9 „ _ P9, ■_ P P2 _ _t SI-S 

Als Gleichung des orthogonalen Systems erhält man: 

oder: 

Der Uebergang von dieser Gleichungsform zu der von Herrn Wangerin 
gewählten 

(* +y +* ) + ^+^* +-^46-» +~rp7~* = ^ 

wird vermittelt durch die Substitutionen 

' — 71 — 41>*+ ac ,, _ 4D*+bc _ cl—4D' 

p - U, a- 2D^a-c) ' ' ~ 2D(b-c) ' " ~ 2l>(A + c)' 
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und man. sieht, dass ,u und l sich nur durch einen constanten Factor unter- 
scheiden würden, wenn man c = oo setzte, eine Annahme, die zwar nicht 
ohne Störung der Symmetrie aber doch ohne Beeinträchtigung der Allge- 
meinheit gemacht werden kann. 

Die transformirte Differentialgleichung kann aus (14.) durch Buch- 
stabenvertauschuiig entnommen werden. Sie heisst: 

wenn 



K=T|/4=-^»^äTä, 



dfi' = (« - fi) iß - a) a+iLL') d€\ 

Will man dieselbe durch Producte von der Form Fi (^i) F^ Gu,) Fs (/i,) inte- 
griren, so sind die Functionen F durch die gewöhnliche Differentialgleichong 

zu bestimmen, worin h(ji) die ganze Function vierten Grades 

(a-.a)(/3-.a)(l + ^^) 

bedeutet. 

Zusatz. Herr Darboux stellt sich in der neuesten Nummer der 
Comptes Rendus (1877, No. 7) die Aufgabe, aUe orthogonalen Flächen- 
systeme zu bestimmen, für welche die Differentialgleichung JV=Q unend- 
lich viele Lösungen von der Form Nf{ff)f\{ffi)f7{if2) zulässt Ich verweise 
auf die von Herrn Darboux mitgetheilten wichtigen Resultate. 

Elbing, den 21. Februar 1877: 
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Der Malussche Satz und die Gleichungen der dadurch 

definirten Flächen. 

(Von Herrn 0. Röthig.) 



Öeien gegeben (* + l) brechende Mittel »,, «27 --m »,4.1. Gleich- 
zeitig bedeute Uy den Brechungsexponenten ans Luft in das betreffende 
Mittel Uy für alle r von bis s+l. 

Die Trennnngsfläche des Mittels nl vom Mittel it^+i habe in Bezug 
auf ein beliebiges rechtwinkliges Coordinatensystem die Gleichung: 

(für alle v von v=l bis y = «.*) 
Das Mittel 11, wird durchlaufen von den einfallenden Strahlen: 

(2.) «1 Ä ^1 ' 

! ^] + ßl + f^ = 1. 

^u) S(o9 ^0 su^d f<^ste gegebene Werthe, so dass das Strahlenbttschel (2.) 
durch einen festen Punkt geht, «i, /?i, ^i bedeuten die Cosinus der Winkel, 
welche jeder der Strahlen (2.) mit den positiven Richtungen der Coordinaten- 
axen bildet, oder drei Parameter, unter sich verbunden durch die zweite 
Gleichung (2.) im übrigen willkürlich. 

Das Strahlenbüschel (2.) fällt ein auf (pi und wird dort gebrochen. 
Es durchläuft dann das Mittel «2, wird gebrochen an ^2, durchläuft das 
Mittel »3, wird gebrochen an cp^ u. s. f., schliesslich durchläuft es das Mittel 
«„ wird gebrochen an y,, und fährt aus in das Mittel »,+1. 

Seien die Gleichungen des das Mittel n^ durchlaufenden Strahlen- 
bündels : 

(3.) ) «K ~ Ä. "" y. ' • 
^p-u Vy-ii «y-1 sind die Coordinaten des Punktes der Fläche (py.i von 



*) Finden an einigen dieser Flächen nicht Brechungen sondern Reflexionen statt, 
so sind die zugehörigen n gleich —1 zu setzen. 
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welchem ein bestimmter Strahl des BUndelö (3.) ausgeht. «,, ßy, y^ sind 
die Cosinus der Winkel, welche dieser Strahl mit den positiven Richtungen 
der Coordinatenaxen bildet 

Jeder der Strahlen (3.) trifft einen Punkt der Trennungsfläche des 
Mittels Uy vom Mittel «y^.i, deren Gleichung in (1.) gegeben ist Bezeichnet 
man die Coordinaten dieser Punkte mit o?^, y^, a^, so sind dies für jeden 
einzelnen der Strahlen (3.) 

(4.) die Werthe^ welche dem Systeme (3.) und (1.) zugleich genügen. 

Die Gleichungen des das Mittel n^+i durchlaufenden Strahlenbündels sind 

dann *) : 

I a?— ^v __ y — yy __ g — gy 

Hierin ist: 



*) Das oben folgende Resultat ist hergeleitet in dem Werke: Röthig, die Probleme 
der Brechung und Reflexion, Leipzig 1876 bei Teubner. Zwar ist es dort in etwas 
anderer Form gegeben. Es soll daher hier kurz gezeigt werden, dass das dortige 
Resultat mit dem oben folgenden identisch ist. Zu diesem Zwecke citire ich Stellen 
des erwähnten Werkes mit dem Zusatz „d. B."" und Stellen der hier vorliegenden Ab- 
handlung mit dem Zusatz ,,d. A.'^ 

Die in (3.) pag. 33 d. B. eingeführten Grössen a,, 6^, Cy sind hier nach (3.) 
d. A. ersetzt, respective durch a;y_i, yy^i, JSy-i. Desshalb wird nach (10".) pag. 34 d. B.: 

Hieraus folgt mit (8.) d. A. 

wegen (7.) d. A. Wendet man dies und die Gleichungen (6.) d. A. auf die in (5.) 
^ag. 104 d. B. gegebenen Werthe von a„+i, fc^+i, c^+i an, so folgt: 
a^j.i =sxy^\ -\-ryay\-Cyayj^x\ by^i = yy-i^ ry fly + Oyßy^i; c,^i = »y-i-fryyy+ayyy+i. 
Mit (8.) d. A. folgt hieraus : 

Uy^l Xy __ 6y-H — yy Cy^j—Zy 

-T Gy, 

«y+1 Ry+l Ty+l 

Schreibt man für die in (8.) pag. 34 d. B. gegebenen Gleichungen der das Mittel 
Uy^i durcii laufenden Strahlen die folgenden: 

X — Oy^l ___ y — fcy.fl _ g •— Cy + i 

«y+i ßy^i /y+i 

»o enUteben durch Addition dieser Gleichungen mit den unmittelbar vorhergehenden 
Mofort die oben in (5.) aufgestellten Gleichungen. 
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(7.) |co,B.= J-[.,-|^+A-^+y.^]; 

«■- = (-|r)'+(4^)"+(-lr)- 

Die Zeichen -n^, etc. bedeuten, dass nach der partiellen Differentiation 

von q>y nach x, etc. an Stelle von x, y, ss die in (4.) bestimmten Grössen 
^yy tfyy »y ZU sctzcu slud. Das Vorzelchcn von R^ ist so zu wählen, dass 
cos 5^ positiv wird. Die Wurzel in p^ ist absolut zu nehmen. Endlich 
gelten die Gleichungen (5.) für alle v von y = nach (2.) bis v = s, 
während (6.) und (7.) von v = 1 bis v = « gültig sind. 

Um die Gleichungen der in das Mittel n,^i ausfahrenden Strahlen 
aufzustellen, hat man die s Aufgaben (4.) zu lösen. Hierzu sei : 

! Xy a?y-l yy—yr-1 gy gy — 1 __ 

Oy ~~ ßy '^ rr "^ "' 

von V = 1 bis v = 8. 

Dann ist wegen (4.) r^ bestimmt durch die Gleichung: 

(9.) (pylXy.-i+CCyry, yy^i+ßyTyy «K-l+^^J = ^' 

^M yo? »o; «17 ßii yi sind gegebene Grössen. Man hat also Gleichung 
(9.) zunächst zu lösen für v = 1, wodurch r, und dann nach (8.) a?i , y, , »i 
gefunden werden. Nach Herleitung von a, , /?2 7 y? aus (6.) fllr v = 1, kann 
man nun (9.) lösen für v = 2, wodurch man r, und dann nach (8.) a?2 , y? 7 «2 
erhält. Fährt man so fort, bis a?^i, y,_,, »,_, gefunden sind, so kann man 
schliesslich nach Aufstellung von a„ /?„ y, aus (6.) für v = *— 1 (9.) lösen 
für v = 8, wodurch r, und dann nach (8.) a?„ y,, z, erhalten werden. Nach 
Herleitung von a,+i, /?,+i, y,^., aus (6.) für v = 8 und Einführung dieser 
Werthe und der für x,, y,, ä, gefundenen in (5.) für v =^s erhält man dann 
die Gleichungen der in das letzte Mittel n,^» ausfahrenden Strahlen. 

Wegen (8.) und der Bedeutung der darin enthaltenen Grössen ist r^ 
die Länge der vom Punkte {x,.^^^ y^^i, a^_,) bis zum Punkte (x^, y^^ z,) 
gezogeneu geraden Linie, also die Länge des im Mittel Uy liegenden Theiles 
eines der dcts Mittel ny durchziehenden Strahlen. 

Auf jedem der das Mittel n,^i durchlaufenden Strahlen nehme man 

Journal ffir Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 3. 30 



234 Röthig, über den Malusschen Satz. 

jetzt einen willkürlichen Punkt (xy y, «) an. Dann ist nach (5.) flir y = *: 

a*+i Ä+i /*fi ^ 

r,4.i ist wieder die Länge des Strahles im Mittel n,^i vom Punkte (a:,, y,, «,) 
bis zum Punkte {x, y, »). 

Wie oben gezeigt, werden x,, y,, z,; «,+,, /?,+i, y,^, bestimmte 
Functionen der allein veränderlichen Grössen «», /?, , ^j. Versteht man 
auch unter r^^i eine noch zu bestimmende Function dieser Grössen, so werden, 
weil nach (10.): 

(11.) X = 0?,+ a,^,r,.^,; y = »,+/?h-i^+i; « = «, + ^+ir,+i 
ist, auch X, y, z Functionen von cfi , /:?i , y, , zwischen welchen Grössen die 
zweite Gleichung (2.) besteht. Denkt man also umgekehrt «i, /?,, y, aus 
(11.) als Functionen von x, y, z bestimmt und führt diese Werthe in die 
zweite Gleichung (2.) ein, so entsteht eine Gleichung von der Form: 

(12.) *(a:, y, z) = 0. 

Oder die Punkte (ar, y, z) erftlUen eine Fläche, die je »nach der Art, wie 
man r,^» als von «i, /?, , yi abhängig annimmt, eine andere sein wird. 

Es entsteht nun hier eine grosse Zahl denkbarer Aufgaben, die sich 
alle zusammenfassen lassen in die: 

r,^, cUs eine solche Function der Grössen «i, /?, , yi zu bestimmen^ 
dass die Fläche (12.) einer willkürlich vorgeschriebenen Bedingung genügt. 

Die Möglichkeit einer solchen Aufgabe ist erst durch die nähere 
Untersuchung derselben festzustellen. Auch soll jetzt hier nur die eine 
weiter behandelt werden: r,^, so zu bestimmen y dass jeder Strahl (10.) die 
Normale der Fläche (12.) im Funkte (a*, y, z) darstellt. 

Die Normale der Fläche (12.) im Punkte (a?, y, z) hat die Gleichungen: 



dx dy Sz 

wo §, Tif C die laufenden Coordinaten eines Punktes der Normale bedeuten. 
Der gestellten Forderung nach sollen die Gleichungen der Normale 
(\ii.) identisch werden mit denen des Strahles (10.). Hierzu ist noth- 
wendige und hinreichende Bedingung: 

,^,. /^ ö* ö* ö* 

(14.) a,^,:(U,:rs^, = __:__:__.. 
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Mit der ans (12.) folgenden Gleichung: 

(lo.) -^dx+-^dy + -g^di = 0, 
erhält man ans (14.) 

(16.) a,+irfa;+/9,^irfy+y,+irf« = 0. 

Es ist also r,^, so zu bestimmen, dass der Gleichung (16.) genügt wird, 
und ist dies geschehen, so sind die Strahlen (10.) Normalen der gefundenen 
Fläche, weil das gleichzeitige Bestehen von (15.) und (16.) bei der Will- 
kttrlichkeit zweier der drei Grössen dx, dy, dz die Bedingung (14.) zur 
nothwendigen Folge hat. 

Wegen (11.) und der zweiten Gleichung (5.) für v= s, wonach auch: 

ist, geht (16.) über in: 

(17.) a,+irfir,+/3,^irfy,+y,^.irfa, + rfr,^., = 0. 
Wegen (6.) und (1.) flir r = «, wonach auch: * 

ist, wird aus (17.): 

Xsi<x,dx, + ß,dy, + y,dz,) + dr,^i = 
oder wegen des in (7.) gegebenen Werthes von x,: 

(18.) »,(«*^, + Ärfy.+ y.rf«.) + ».+irf^,+i = 0. 

Nun ist nach (8.): 

( für alle y von bis «—1. 

Demnach wird der Ausdruck: 

(20.) av+irfa;^.M + /5.+irfyv+i + y.'+irfVM = ^y-\-idXy + ßy^idy^ + y^^.dZyi- dVy^.,^ 

wegen der zweiten Gleichung (5.). Eis ist aber wegen (6.) und (1.): 

cty^idXy + ßy^idyy + y^^idZy = Xy{a^dx, + ß^dy^ + y^dz^). 

Führt man dies in (20.) ein und benutzt noch den Werth von x^ aus (7.), 
80 folgt: 

(21.) ny+i{ay^idXy+i+ß,^idyy^i+yy^,dZy^t)=ny{a^dXy+ß,dyy+yy^^^ 

für alle v von 1 bis «—1 

30* 
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Schreibt man nun die Gleichung (21.) auf für v=:«— 1, darunter die ans 
(21.) für y = 8—2 folgende, darunter die für v = « — 3 folgende und sofort 
bis zu der letzten aus (21.) für v=l folgenden, so entsteht durch Addition 
aller dieser Gleichungen: 

( ••• + «2rfr2 + «i(a,rfa:i + /?irfyi+yirf»i). 

Wendet man nun (20.) für v = an, so folgt, weil a:„, y„, «„ constante 
Grössen sind: 

(23.) nidxi + ßidj/i+yidfSi = rfr^. 

Setzt man nun (23.) in (22.) und dies in (18.) ein, so folgt: 

(24.) nidr^ + rhdr.-] h«,_irfr,_,+fi,rfr, + ii,+idr,+i = 

oder durch Integration: 

(25.) niri + n2r2-\ f-«,r,+fi,+ir,,, = C, 

wo C eine willkürliche Constante bedeutet. 

Versieht man also unter r, , i die durch (25.) jetzt bestimmte Function 
der Grössen a, , /?, , yi, zwischen denen die zweite Gleichung (2.) besteht, so 
sind die durch (11.) gegebenen Grössen x, y, z die rechtwinkligen Coordinaten 
der Punkte der Fläche (12.) oder derjenigen Fläche, zu welcher sämmtliche 
im letzten Mittel verlaufenden Strahlen (10.) normal sind. 

Hierdurch ist also nicht nur die Existenz dieser Fläche nachge- 
wiesen, sondern auch eine Methode gegeben, ihre Gleichung in jedem Falle 
aufzustellen. 

Diese Gleichung ist hier zunächst dadurch gefunden, dass die Coor- 
dinaten eines Punktes der Fläche Functionen dreier Parameter a,, /?, , y^ 
werden, zwischen denen die Gleichung 

(26.) a] + lJl+r] = 1 

besteht Ersetzt man a, , /?,, y^ durch solche Functionen zweier willkür- 
lichen Parameter, welche (26.) identisch erfüllen, so ist die Gleichung der 
in Rede stehenden Flächen auch dadurch darzustellen, dass die Coordinaten 
ihrer Punkte Functionen zweier willkürlichen Parameter werden. Denkt 
man endlich «i, /?,, y, als Functionen von x, y, z aus (11.) ausgedrückt, 
und sei: 



Röthig, über den Malnsschen Satz 237 

80 wird die Gleichung der Fläche nach (26.): 

(27.) (p'+x'+y^^ = 1. 
Die Gleichungen der in Rede stehenden Flächen können also auch die in 
(27.) dargestellte ausgezeichnete Form erhalten, wenn die wirkliche Her- 
leitung von y, Xi V^ algebraisch möglich ist. 

Nach HeiTn Kummer, dieses Journal Bd. 57 pag. 189, ist die Existenz 
der oben untersuc^hten Flächen zuerst von Malm bewiesen worden. Weitere 
mir bekannte Nachweise derselben Thatsache findet man in Bertrand, Calcul 
ditf^rentiel, Paris 1864 pag. 685 — 87. Femer in Helmhollz, Handbuch der 
physiologischen Optik, Leipzig 1867 pag. 249 flg. Am letzteren Orte findet 
sich ^uch die hier mit (25.) bezeichnete Gleichung. Aus den von Herrn 
Heimholte angegebenen Gründen (1. c. pag. 238, pag. 243) würde man die 
hier untersuchten Flächen mit dem Namen Wellenflächen bezeichnen, wenn 
nicht eine Verwechselung mit der Fresnel^chen Wellenfläche zu befürch- 
ten wäre. 

Wegen der willkürlichen Constanten C giebt es für ein bestimmtes 
System von Strahlen (10.) unzählig viele der hier betrachteten Flächen, die 
sich jedoch nur in dem Werthe von C unterscheiden. Hat für zwei beliebige 
dieser Flächen die Constante die Werthe A und B, so unterscheiden sich wegen 
(25.) die zugehörigen r,^., um den absoluten Werth der Grösse {A—B):n,^i. 
Hieraus folgt, dass man aus einer der Flächen alle übrigen erhält, wenn 
man sämmtliche Normalen vom Punkte (x, y, z) aus um dieselbe willkür- 
liche Grösse vermehrt oder vermindert, oder alle diese Flächen sind parallel- 
i Bertrand 1. c. pag. 687.) 

Berlin, den 6. April 1877. 
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On the 16 -nodal quartic surface. 

(By Professor A. Cayley at Cambridge.) 



± rof. Borchardt in the Memoir „Ucber die Darstellung u. s. w." this 
Journal t. 83 pp. 234 — 243, shows that the coordinates x, y, ä, io may be 
taken as proportional to four of the double i9-functions, and that the eqna- 
tion of the surface is then Göpefs relation of the fourth order between 
these four ftinctions : and he remarks at the end of the memoir that it thus 
appears that the coordinates x, y, z^ w o{ b. point on the surface can be 
expressed as proportional to algebraic functions, involving square roots only, 
of two arbitrary parameters S, §'. 

It is interesting to develope the theory from this point of view: 
Writing as in my paper „Further investigations on the double t^-functions" 

pp. 220-233. 

[a] = aa', 

[b] = 66', 

[c] = cc', 

[d] = rfrf', 

[c] = ee', 

[ab] = (i^gi)« {iabfdde'-ia'Vf'cde)\ 

etc. 
where on the right band sides a, 6, ... a\ ... denote a—|, 6—1, ... a— f', ... 
(I, S' being here written in place of the x, x of my paper) then the 
gixteen functions are proportional to constant multiples of the square-roots 
of these expressions; viz. the correspondence is 

iM{a], wbM «Ycj/M, wdm. iMJei iTmy, 

ya6|/[ä6], iäc/läcl ^äd]^läd}, iäe\f{ael ]/bc]^[bcii J^WI*^!» 

Si = i9"23, Qi = '^01 A3 = «^4? Rl = ^iü^ 
4 4 4 4 

ybe^[be]j |^cd|/[cd], '^ce^[ce]^ ^^^^1^^]^ 
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4 

where under the signs y a signifies bcdef, tbat is bc.bd.be.bfxd.cexf.de.df.efy 
and ab signifies abf.cde^ that is ab.af .bf.cd.ce.de , in whicb expressions 
6c, bdy ... ab, af, ... signify the differences ft — c, b — d, ... a— 6, «— /", ••• 
But in what follows we are not concemed with the values of these 
constant multipliers. 

Prof. Borchardt\ coordinates o?, y, «, w are 

viz. P, S, P3, S3 are a set connected by GöpeV^ relation of the fourth 
Order — and tbis relation can be found (according to GöpeF^ method) by 
showing that Q' and W are each of tbem a linear fanction of the four 
Squares P^ P3, jS^ S^, and further tbat QR is a linear function of PS and 
P3S3; for then, squaring the expression of QR, and for Q^ and R^ substi- 
tuting their values, we have the required relation of the föurtb order be- 
tween P, S, P3, S^. 

Now we have P, S, P^, S^^ Q, R = constant multiples of V[jäc]j 

y[ab]j y[cd]^ '^[bd]^ V[6^ ]/[c] respectively : and it of course follows that 
we must have the like relations between these six quantities ; viz. we must 
have [6], [c] each of tbem a linear function of [ac]^ [a6], [cd]j [6rf]; and 

moreover l/[b] l/[c] a linear function of \^[ac] y[ab] and ^[bdß )^[crf]. 
As regards tbis last relation, starting from the formulae 

]/[m] = -|4y- \\^acfb'de'+ }/7^fbde\, 



i\bd\ = -j^ \ndfa'de'^ U'dface\, 
]/[^] = -yi|r \iabfed^^ UVfcde\, 

>^M = -TZTö- |l^crf/^a'6V+ iddfabel 
we have at once 

i\äc\ i[äb] = tj 1 {afäe' + a'fde) ]'bcb^' + {bc' + b'c) iadea!d(i \ , 

i^ i\ci\ = .^Jy.. \(dfoie' + df'ae) VÄcÄV + (6c' + 6'c) Vorfca'rf'e' | ; 
the difference of these two expressions is 



i4^'j ^^^, « ^ M mä m i ^martic smrfaee 






^9€9e =^ h\ f V: aad we luiye diiid the required relation 



A:^ ri*^x-vL^ :ke irsc mennoDed reUtion, if for greater generality, 
bdmr Arniirarv. we wrise *C =^ ithat is =(Ä— f)(ö— 1*)) then it is easy 
:d ^«e :äac There exiB& a relaa>3ii of che form 

wtiert* A- B^ C^ D = ♦>: in ä« the righthand side is thus a linear fonction 
Qt die iidenfnee* 'mö^ — jmc\ jab] — ^M^. [«6] — [cd] : and each of these (the 
irracooäl xrm^ iffiappearin^ and die ratioDal terms dividing by {S—Sy) 
b a men* liiiear noiediHi of 1. c-;-!'« ^^; whence there is a relation of 
die runn oi ^eswiL I focnd wjtho« mach difficulty the actnal formula; 

^^^ 5^,^- ^^f- L ff-A ^ yi 

L f. -: o:- L #, A <» 1- ^ A «/i[«fl+ 1, e, u ef [64 

l. >. c. ic L i\ *. fcr 1, *, c, 6c 1, c, 6, 6c 

l. i. jk Jtt l. i fjk W 1* «, rf, ad 1, a, rf, orf 

i. i. i. ^ L *. *. # !•«,«,«' i 1, e, e, e- 

wtkvir jJhj<?r^v* Adtf OÄ Ae ri^i hand side the last three determinanü 
^^iHiimcu rvm rfiÄT ir$: ^nie by inter^hanging 6, c or a, rf, or 6, c and 
^bLiu:i5iav>'a*iV a $^ni^ üwervhaiige gi^ing the sign — , but for two i 

W rtc:«^ «N\>^velY $ ft and Ä = c, we obtain 

^^ -\> a\> .r^wK'^ .^ * >Y rf-cVa6]+^a-6X6-c)(rf-^[crf] 

- ia-c)(.6-rf)(6-/^)[6<l, 



(.a-d){e-n 
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1, e+f, ef 
1, b + Cy bc 
1, a+df ad 

. = -fa-c)(c-/')(rf-c)[ac]+(o-/-)(c-rf)(c-c)[a6]-(o-e)(c-rf)(c-/0[crf] 

-\-{a-c){,c-e){d-n[bd\, 

which valnes of [6], [e], combined with the foregoing eqnation 

{a-d){e-f)i\b]i[c\ = -i\i^i[äb]^-i\^i\bd], 

give the reqtdred qaartic eqnation between i\ac\, i\ab\ i\ed\^ \'[bd\. 
' Cambridge 2°«' August 1877. 
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Ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre, 

(Von Herrn G, Cantor in Halle.) 



VV enn zwei wohldefinirte Mannigfaltigkeiten M und N sich eindeutig 
und vollständig, Element für Element, einander zuordnen lassen (was, wenn 
es auf eine Art möglich ist, immer auch noch auf yiele andefre Weisen ge- 
schehen kann), so möge für das Folgende die Ausdrucksweise gestattet 
sein, dass diese Mannigfaltigkeiten gleiche Mächtigkeit haben, oder auch, 
dass sie äquivalent sind. Unter einem Bestandtheil einer Mannigfaltigkeit 
M verstehen wir jede andere Mannigfaltigkeit M\ deren Elemente zugleich 
Elemente von M sind. Sind die beiden Mannigfaltigkeiten M und N nicht von 
gleicher Mäclitigkeit, so wird entweder M mit einem Bestandtheile von N 
oder es wird N mit einem Bestandtheile von lU gleiche Mächtigkeit haben; 
im ersteren Falle nennen wir die Mächtigkeit von M kleiner, im zweiten 
Falle nennen wir sie grösser als die Mächtigkeit von N. 

Wenn die zu betrachtenden Mannigfaltigkeiten endliche^ d. h. aus einer 
endlichen Anzahl von Elementen bestehende sind, so entspricht, wie leicht 
zu sehen, der Begriff der Mächtigkeit dem der Anzahl und folglich dem 
der ganzen positiven Zahl, da nämlich zweien solchen Mannigfaltigkeiten 
dann und nur dann gleiche Mächtigkeit zukommt, wenn die Anzahl ihrer 
Elemente die 'gleiche ist. Ein Bestandtheil einer endlichen Mannigfaltigkeit 
hat immer eine kleinere Mächtigkeit als die Mannigfaltigkeit selbst; dieses 
Verhältniss hört gänzlich auf bei den unendlichen, d. i. aus einer unend- 
lichen Anzahl, von Elementen bestehenden Mannigfaltigkeiten. Aus dem 
Umstände allein, dass eine unendliche Mannigfaltigkeit M ein Bestandtheil 
einer andern N ist oder einem solchen eindeutig und vollständig zugeordnet 
werden kann, darf keineswegs geschlossen werden, dass ihre Mächtigkeit 
kleiner ist als die von N; dieser Schluss ist nur dann berechtigt, wenn man 
weiss, dass die Mächtigkeit von M nicht gleich ist derjenigen von N; eben- 
sowenig darf der Umstand, dass N ein Bestandtheil von M ist oder einem 
solchen eindeutig und vollständig zugeordnet werden kann, als ausreichend 
dafür betrachtet werden, dass die Mächtigkeit von M grösser sei, als die von N. 

Um an ein einfaches Beispiel zu erinneni, sei M die Reihe der posi- 
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tiven, ganzen Zahlen v, N die Reihe der positiven geraden ganzen Zahlen 
2y; hier ist iV ein Bestandtheil von M und nichtsdestoweniger sind M und 
N von gleicher Mächtigkeit. 

Die Eeihe der positiven, ganzen Zahlen y bietet, wie sich leicht 
zeigen lässt, die kleinste von allen Mächtigkeiten dar, welche bei un- 
endlichen Mannigfaltigkeiten vorkommen. Nichtsdestoweniger ist die Klasse 
der Mannigfaltigkeiten, welche diese kleinste Mächtigkeit haben, eine 
ausserordentlich reiche und ausgedehnte. Zu dieser Klasse gehören 
beispielsweise alle diejenigen Mannigfaltigkeiten, welche Herr R. Dede- 
Mnd in seinen werthvollen und schönen Untersuchungen über die alge- 
braischen Zahlen ^endliche Körper^ nennt (Man vergl. Dirichlet^ Vorlesungen 
über Zahlentheorie, zweite Auflage, Braunschweig 1871, S. 425 f.); ferner 
sind hier diejenigen, zuerst von mir in Betracht gezogenen, Mannigfaltig- 
keiten anzuführen, welche ich y^Punhtmengen der v'«» Art^ genannt habe 
(Man vergl. Mathematische Annalen von Clebsch und Neumann, Bd. V. S. 129). 
Jede als einfach unendliche Reihe, mit dem allgemeinen Gliede a^, auf- 
tretende Mannigfaltigkeit gehört offenbar hierher; aber auch die Doppel- 
reihen und allgemein die »t- fachen Reihen mit dem allgemeinen Gliede 
o^^^y^^y^ (wo Vi , 1^2 , ... Vn unabhängig von einander alle positiven ganzen 
Zahlen durchlaufen) sind von dieser Klasse. Bei einer früheren Gelegenheit 
wurde sogar bewiesen, dass der Inbegriff (co) aller reellen (und man könnte 
auch hinzufügen: aller complexen) algebraischen Zahlen in Form einer 
Reihe, mit dem allgemeinen Gliede w^, gedacht werden kann, was nichts 
anderes heisst, als, dass die Mannigfaltigkeit (co) sowohl, wie auch jeder un- 
endliche Bestandtheil derselben die Mächtigkeit der ganzen Zahlenreihe haben. 

In Bezug auf die Mannigfaltigkeiten dieser Klasse gelten die fol- 
genden, leicht zu beweisenden Sätze: 

„Ist M eine Mannigfaltigkeit von der Mächtigkeit der positiven, 
ganzen Zahlenreihe, so hat auch jeder unendliche Bestandtheil von lU 
gleiche Mächtigkeit mit M.^^ 

„Ist M\ M", 3f'\ . . . eine endliche oder einfach unendliche Reihe 
von Mannigfaltigkeiten, von denen jede die Mächtigkeit der positiven, ganzen 
2Sahlenreihe besitzt, so hat auch die Mannigfaltigkeit M, welche aus der 
Zusammenfassung von M*, M'\ itf '", . . . entsteht, dieselbe Mächtigkeit." 

Im Folgenden sollen nun die sogenannten stetigen, it-fachen Mannig- 
faltigkeiten hinsichtlich ihrer Mächtigkeit untersucht werden. 

31* 
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Die Forschungen, welche Riemann *) und Heimholte **) und nach 
ihnen andere***) über die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde 
liegen, angestellt haben, gehen bekanntlich von dem Begriffe einer n-fach aus- 
gedehnten, stetigen Mannigfaltigkeit aus und setzen das wesentliche Kenn- 
zeichen derselben in den Umstand, dass ihre Elemente von n von einander 
unabhängigen, reellen, stetigen Veränderlichen Xi^X2j...x^ abhängen, so dass 
zu jedem Elemente der Mannigfaltigkeit ein zulässiges Werthsystem x„a?2,...a?^, 
aber auch umgekehrt zu jedem zulässigen Werthsysteme jj,, a?,, ... a:^ ein ge- 
wisses Element der Mannigfaltigkeit geliört. Meist stillschweigend wird, wie 
aus dem Verlaufe jener Untersuchungen hervorgeht, ausserdem die Voraus- 
Setzung gemacht, dass die zu Grunde gelegte Correspondenz der Elemente der 
Mannigfaltigkeit und des Werthsystem es jji, a:^, ... a?^ eine stetige sei, so dass 
jeder unendlich kleinen Aenderung des Werthsystemes Xi^ah...x^ eine unendlich 
kleine Aenderung des entsprechenden Elementes und umgekehrt jeder un- 
endlich kleinen Aenderung des Elementes eine ebensolche Werthänderung 
seiner Coordinaten entspricht. Ob diese Voraussetzung als ausreichend zu 
betrachten, oder ob sie durch noch speciellere Bedingungen zu ergänzen 
sei, damit die beabsichtigte Begriflfsbildung der w-fachen, stetigen Mannig- 
faltigkeit als eine gegen jeden Widerspruch gesicherte, in sich gefestigte be- 
trachtet werden kannf), — möge zunächst dahingestellt bleiben; hier soll 
allein gezeigt werden, dass wenn sie fallen gelassen wird, d. L wenn hin- 
sichtlich der Correspondenz zwischen der Mannigfaltigkeit und ihren Coor- 
dinaten keinerlei Beschränkung gemacht wird, alsdann jenes von den Autoren 
als wesentlich bezeichnete Merkmal (wonach eine i»-fache stetige Mannig- 
faltigkeit eine solche ist, deren Elemente aus n von einander unabhängigen 
reellen, stetigen Coordinaten sich bestimmen lassen) durchaus hinfällig wird. 

Wie unsere Untersuchung zeigen wird, ist es sogar möglich, die 



*) Man vergl. Riemanns gesammelte mathematische Werke. Leipzig 1876. S.254f. 

**) Man vergl. Heimholte: „Ueber die thatsächlichen Grundlagen der Geometrie". 
Heidelberger Jahrbücher 1868, No. 46 und 47 und: „Ueber die Thatsachen, welche 
der Geometrie zu Grunde liegen". Göttinger Nachrichten 1868, No. 9; desselben 
V^erfassers populäre Vorträge, Heft III, Braunschweig 1876, S. 21 f. 

***) Man vergl. J. Rosanes, über die neuesten Untersuchungen in BetreflF unserer 
Anschauung vom Räume. Breslau, 1871, S. 13. — 0. Liebmann, zur Analysis der Wirk- 
lichkeit, ötrassburg, 1876, S. 58. — B, Erdmatm, die Axiome der Geometrie. Leipzig, 
1877, 8.40. 

t) Die Beantwortung dieser Frage, auf welche wir bei einer anderen Gelegenheit 
zurückkommen werden, scheint mir keinen nennenswerthen Schwierigkeiten zu begegnen. 
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Elemente einer n-facb ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit durch eine 
einzige, reelle stetige Coordinate / eindeutig und vollständig zu bestimmen. 
Daraus folgt alsdann, dass wenn für die Art der Correspondenz keine Vor- 
aussetzungen gestellt werden, die Anzahl der unabhängigen, stetigen, reellen 
Coordinaten, welche zur eindeutigen und vollständigen Bestimmung der 
Elemente einer «-fach ausgedehnten stetigen Mannigfaltigkeit zu benutzen 
sind, auf jede vorgegebene Zahl gebracht werden kann und also nicht als 
unveränderliches Merkmal einer gegebenen Mannigfaltigkeit anzusehen ist. 
Indem ich mir die Frage vorlegte, ob eine stetige Mannigfaltigkeit von n 
Dimensionen sich eindeutig und vollständig einer stetigen Mannigfaltigkeit 
von nur einer Dimension zuordnen lässt, so dass jedem Elemente der einen 
von ihnen ein und nur ein Element der andern entspricht, fand es sich, 
dass diese Frage bejaht werden muss. 

Es lässt sich demnach eine stetige Fläche eindeutig und vollständig 
auf eine stetige Linie beziehen, das Gleiche gilt von stetigen Körpern und 
von stetigen Gebilden mit beliebig vielen Dimensionen. 

Unter Anwendung der oben eingeführten Ausdrucksweise können wir 
daher sagen, dass die Mächtigkeit eines beliebigen stetigen, w-fach ausge- 
dehnten Gebildes gleich ist der Mächtigkeit einer einfach ausgedehnten ste- 
tigen Mannigfaltigkeit, wie beispielsweise einer begränzten, stetigen geraden 
Strecke. 

§.1. 
Da zwei stetige Gebilde von gleicher Dimensionenzahl sich mittelst 

analytischer Functionen auf einander eindeutig und vollständig beziehen 
lassen, so kommt bei dem von uns verfolgten Zwecke (nämlich die Mög- 
lichkeit eindeutiger und vollständiger Zuordnungen von stetigen Gebilden 
mit verschiedener Dimensionenzahl nachzuweisen) , wie man leicht einsieht, 
Altes auf den Beweis des folgenden Satzes an: 

(A.) „Sind a:,, ar^, ... x^ n von einander unabhängige, veränder- 
liche reelle Grössen, von denen jede alle Werthe, die ^0 und 
1 sind, annehmen kann, und ist t eine andere Veränderliche 



mit dem gleichen Spielraum (0<^/^l), so ist es möglich, die 
eine Grösse t dem Systeme der n Grössen a?i , Xi^ ... a:„ so 
zuzuordnen, dass zu jedem bestimmten Werthe von / ein bestimmtes 
Werthsystem X|, Xj, ... x« und umgekehrt zu jedem bestimmten 
Werthsysteme x» , o:, , ... x, ein gewisser Werth von t gehört." 



246 Canior, ein Beitrag stir MatmigfalHgkeilslehre. 

Als Folge dieses Satzes stellt sich alsdann der von uns in ÄHSsicht 
genommene andere dar: 

(6.) „Eine nach n Dimensionen ausgedehnte stetige Mannigfaltig- 
keit lässt sich eindeutig und vollständig einer stetigen Mannig- 
faltigkeit von einer Dimension zuordnen ; zwei stetige Mannigfaltig- 
keiten, die eine von n, die andere von m Dimensionen, wo n 

haben gleiche Mächtigkeit ; die Elemente einer nach n Dimensionen 
ausgedehnten, stetigen Mannigfaltigkeit lassen sich durch eine 
einzige stetige, reelle Coordinate / eindeutig bestimmen, sie lassen 
sich aber auch durch ein System von m stetigen Coordinaten 
'i^ <2 7 ••• 'm eindeutig und vollständig bestimmen/^ 

§.2. 

Zum Beweise von (A.) gehen wir von dem bekannten Satze aus, 

dass jede irrationale Zahl ^^j sich auf eine völlig bestimmte Weise 

in der Form eines unendlichen Kettenbruches: 

_ 1 _, . 

darstellen lässt, wo die a^ positive, ganze rationale Zahlen sind. 

Zu jeder irrationalen Zahl e ^ . gehört eine bestimmte unendliche 

Reihe von positiven ganzen Zahlen a^ und umgekehrt bestimmt eine jede 

solche Reihe eine gewisse irrationale Zahl ^ ^ j 

Sind nun 6i , 62 , . . . e^ n von einander unabhängige veränderliche 

Grössen, von denen jede alle irrationalen Zahlwerthe des Intervalles 

(0...1), und einen jeden von diesen nur einmal annehmen ksknn, so 

setze man: 

ßj = («j , , a,7, ..•, tt|,v, ••O) 

ß|/ = \^/*,l ) ^//,^ J • • • 7 ^ft,y9 • • •/ 7 
e^ = yCCn,n ^»,^ 7 •••? ^n,y9 •••)5 



diese n irrationalen Zahlen bestimmen eindeutig eine it+l^^ irrationale Zahl 
d^^ : 

d = (pi , P2 7 • • • 7 l^vf • • •) 7 
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wenn man zwischen den Zahlen a und ß folgende Beziehung festsetzt: 

(1-) /5(.-t)n+^ = «^.^ U = 1,' 2,' ! . . C^. 

Aber auch umgekehrt : wenn man von einer irrationalen Zähl d ^ . aus- 
geht, so bestimmt dieselbe die Reihe der ßy und vermöge (1.) auch die 
Reihen der o^,,, d. h. d bestimmt eindeutig das System der n irrationalen 
Zahlen Ci , e^ , ... e^. Aus dieser Betrachtung ergiebt sich zunächst der 
folgende Satz: 

(C.) „Sind 6|, e^, . . . e^ n von einander unabhängige veränder- 
liche Grössen, von denen eine jede alle irrationalen Zahlwerthe 
des Intervalles (0...1) annehmen kann, und ist d eine andere 
Veränderliche mit dem gleichen Spielraum, wie jene, so ist es 
möglich die eine Grösse d und das System der n Grössen e,, 6,, ... e^ 
eindeutig und vollständig einander zuzuordnen/^ 

§. 3. 
Nachdem im vorigen Paragraphen der Satz (C.) bewiesen worden 
ist, muss es nun unsere Sache sein, den Beweis des folgenden Satzes 
zu flihren: 

. (D.) „Eine veränderliche Grösse e, welche alle irrationalen Zahl- 
werthe des Intervalles (0...1) annehmen kann, lässt sich eindeutig 
einer Veränderlichen x zuordnen, welche alle reellen, d. h. ratio- 
nalen und irrationalen Werthe, die ^ und ^ 1 sind, erhält, so 

dass zu jedem irrationalen Werthe von e'^ . ein und nur ein 



reeller Werth von ^ :^ ? ^uid umgekehrt zu jedem reellen Werthe 

von X ein gewisser irrationaler Werth von e gehört" 
Denn ist einmal dieser Satz (D.) bewiesen, so denke man sich nach 
ihm den im §.2 mit 6,, e^, ... e^ und d bezeichneten it+1 veränderlichen 
Grössen entsprechend die anderen Veränderlichen x^ ajj , ... x^ und t ein- 
deutig und vollständig zugeordnet, wo jede dieser Veränderlichen ohne Be- 
schränkung jeden reellen Werth, der ^ und ^ 1, anzunehmen hat Da 
zwischen der Veränderlichen d und dem System der n Veränderlichen 
ßi , e2 , . • . ß« im §. 2 eine eindeutige und vollständige Correspondenz her- 
gestellt ist, so erhält man auf diese Weise eine eindeutige und vollständige 
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Zuordnung der einen stetigen Veränderlichen / und des STstemes von n 
stetigen Veränderlichen a?,, Xi, ... ^^ womit die Richtigkeit des Satzes 
(A.) nachgewiesen sein wird. — 

Wir werden uns also im Folgenden nur noch mit dem Beweise des 
Satzes (D.) zu beschäftigen haben; dabei möge eine einfache Symbolik, 
welche wir zunächst beschreiben wollen, Kürze halber, zur Anwendung 
kommen. 

Unter einer linearen Mannigfaltigkeit reeller Zahlen wollen wir jede 
wohldefinirte Mannigfaltigkeit reeller, von einander verschiedener, d. i. un- 
gleicher, Zahlen verstehen, so dass eine und dieselbe Zahl in einer linearen 
Maimigfaltigkeit nicht öfter, als einmal als Element vorkommt 

Die reellen Veränderlichen, welche im Laufe dieser Untersuchung 
vorkommen, sind alle von der Art, dass der Spielraum einer jeden von 
ihnen, d. h. die Mannigfaltigkeit der Werthe, welche sie annehmen kann^ 
eine gegebene lineare Mannigfaltigkeit ist; wir wollen daher auch diese. 
Überall stillschweigend gemachte, Voraussetzung in dem Folgenden nicht 
mehr besonders hervorheben. Von zweien solchen Veränderlichen a und 
b wollen wir sagen, dass sie keinen Zusammenhang haben, wenn kein Werth, 
welchen a annehmen kann, gleich ist einem Werthe von b; d. h. die beiden 
Mannigfaltigkeiten der Werthe, welche die Veränderlichen a, b annehmen 
können, haben keine gemeinschaftlichen Elemente, wenn gesagt werden 
soll, dass a und b ohne Zusammenhang sind *). 



Hat man eine endliche oder unendliche Reihe a', a", a"\ 



• • • 



iC»') 



wohldefinirter Veränderlichen oder Constanten, die paarweise keinen Zu- 
sammenhang haben, so lässt sich eine Veränderliche a dadurch definiren 
dass ihr Spielraum aus der Zusammenfassung der Spielräume von a\a',...^a^''^y. 
entsteht; umgekehrt lässt sich eine gegebene Veränderliche a nach der 
verschiedensten Modis in andere a, d\ . . . zerlegen, die paarweise keinei 
Zusammenhang haben; in diesen beiden Fällen drücken wir die Bezie- 
hung der Veränderlichen a zu den Veränderlichen a', a", . . . , a^^^ . . 
durch folgende Formel aus: 

a ^ |a', a", . . ., a^^^ • • -l* 



*) Zwei ManDigfaltigkeiten Jtf und iV haben entweder k^ntn Zusammenhang, wem 
Nie .nämlich kein ihnen gemeinBchai\lich angehöriges Element haben; oder sie hftngei 
durch eine bestimmte dritte Mannigfaltigkeit P zusammen, n&mlich durch die Hannig 
faltigkeit der ihnen gemeinschaftlichen Elemente. 
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Zum Bestehen dieser Formel gehört also; 1) dass jeder Werth, welchen 
irgend eine der Veränderlichen aS*'^ annehmen kann, auch ein der Ver- 
änderlichen a zustehender Werth ist; 2) dass jeder Werth, welchen a er- 
halten kann, auch von einer und nur einer der Grössen a^"^^ angenommen 
wird. Um diese Formel zu erläutern, sei beispielsweise cp eiiie Veränder- 
liche, welche alle rationalen Zahlwerthe, welche ^0 und ^1 sind, e 
eine Veränderliche, welche alle irrationalen Zahlwerthe des Intervalls 
(0...1), und endlieh x eine Veränderliche, welche alle reellen, rationalen 
und irrationalen Zahlwerthe, die ^0 und r^l sind, annehmen kann, so ist: 

Sind a und b zwei veränderliche Grössen von. der Art, dass es möglich 

ist, dieselben eindeutig und vollständig einander zuzuordnen, haben, mit 

anderen Worten, ihre beiden Spielräume gleiche Mächtigkeit, so wollen wir 

a und b einander äquivalent nennen und dies durch eine der beiden Formeln 

a c\) b oder b co a 

ausdrücken. Nach dieser Definition der Aequivalenz zweier veränderlichen 

Grössen folgt leicht, dass a c\) a; femer dass, wenn a c\j b und b c\) c, 

alsdann auch immer a co c ist. 

In der folgenden Untersuchung wird der nachstehende Satz, dessen 

Beweis wir wegen seiner Einfachheit übergehen dürfen, an verschiedenen 

Stellen zur Anwendung kommen: 

(E.) „ Ist a', €l\ . . . , a^^^ . . . eine endliche oder unendliche Reihe 

von Veränderlichen oder Constanten, welche paarweise keinen 

Zusammenhang haben, b\ V\ . . . , 6^*'\ . . . eine andere Reihe von 

derselben Beschaffenheit, entspricht jeder Veränderlichen a^"^ der 

ersten Reihe eine bestimmte Veränderliche 6^*^^ der zweiten und 

sind diese entsprechenden Veränderlichen' stets einander äquivalent, 

d. h. ist: a^*'^ oo 6^''^, so ist auch immer 

a CO by 
wenn 

a z£^ I o', d\ . . ., a^*'\ ... I 
und 

b ~ |6', V\ . . ., b^*^\ . . .;." 



§.4. 
Unsere Untersuchung ist nun so weit geführt, dass es uns nur noch 
auf den Beweis des Satzes (D.) in §. 3 ankommt. Um zu diesem Ziele 

Journal für Mathematik Bd. LXXXIV. Heft 2 u. 3. 32 



250 Cantor, ein Beitrag zur Mannigfaltigkeitslehre. 

ZU gelangen, gehen wir davon aus, dass die sämmtlichen rationalen Zahlen, 
welche >0 und <1 sind, sich in der Foim einer einfach unendlichen Reihe: 



• • • 



Vm ^2, 9^3? • • •, Vk, 

mit einem allgemeinen Gliede (py schreiben lassen. Dies lässt sich am 
einfachsten wie folfft darthun: Ist -^ die irreductible Form flir eine ratio- 

nale Zahl, die _^ und ^1 ist, wo also p und q ganze, nicht negative Zahlen 
mit dem grössten gemeinschaftlichen Theiler 1 sind, so setze man p-^-q^^N. 

Es gehört alsdann zu jeder Zahl — ein bestimmter, ganzzahliger, positiver 

Werth von iV, umgekehrt gehört zu einem solchen Werthe von N immer 

nur eine endliche Anzahl von Zahlen — » Werden nun die Zahlen -- in 

einer solchen Reihenfolge gedacht, dass die zu kleineren Werthen von N 
gehörigen denen vorangehen, fllr welche N einen grösseren Werth hat, dass 

ferner die Zahlen -— , flir welche iV einen und denselben Werth hat, ihrer 
Grösse nach einander folgen, die grösseren auf die kleineren, so kommt 
jede der Zahlen --- an eine ganz bestimmte Stelle einer einfach* unend- 
lichen Reihe, deren allgemeines Glied mit (p^ bezeichnet werde. Dieser 
Satz kann aber auch aus dem s. Z. von mir*) gebrachten geschlossen 
werden, wonach der Inbegriff (vcl) aller reellen algebraischen Zahlen sich 
in der Form einer unendlichen Reihe: 



Oii, CÜ2, . . ., Oiyy 



... 



mit dem allgemeinen Gliede w^ auffassen lässt; diese Eigenschaft des In- 
begriffes (cü) überträgt sich nämlich auf den Inbegriff aller rationalen Zahlen, 
die ^0 und ^ 1, weil diese Mannigfaltigkeit ein Theil von jener ist. Sei 
nun e die im Satze (D.) " vorkommende Veränderliche, welche alle reellen 
Zahl werthe des Intervalles (0...1) anzunehmen hat, mit Ausnahme der 
Zahlen (p^. 

Man nehme femer im Intervalle (0 ... 1) irgend eine unendliche Reihe 
irrationaler Zahlen Sy an, welche nur an die Bedingungen gebunden ist, 
dass allgemein Sy < «^^i und dass lim f ^ = 1 flir i^ = oc ; beispielsweise sei 
1 >'^ 



*) Man vergleiche: G. Cantor, „Ueber eine Eigenschaft des Inbegriffes aller reellen 
algebraischen Zahlen'', dieses Journal* Bd. 77, S. 258 f. 
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Man bezeichne mit f eine Veränderliche, welche alle reellen Werthe 
des Intervalles (0 ... 1) annehmen kann, mit Ausnahme der Werthe «^ , mit 
g eine andere Veränderliche, welche alle reellen Werthe des Intervalles 
(0... 1) anzunehmen hat, mit Ausnahme der By und der cp^. 

Wir behaupten, dass: 

e c\j f. 
In der That ist nach der Bezeichnungsweise des §.3: 



t = l9y V>r 

und da flf oo g; «y oo 9>,., so schliessen wir nach Satz (E.) dass: 

Der zu beweisende Satz (D.) ist daher zurückgeführt auf folgenden Satz: 
(F.) „Eine Veränderliche f, welche alle Werthe des Intervalles 
(0...1) annehmen kann, mit Ausnahme der Werthe einer gege- 
benen Reihe e^, welche an die Bedingungen gebunden ist, dass 
€y<C«y+i und dass nm€y = l für v=c», lässt sich eindeutig und 
vollständig einer Veränderlichen x zuordnen, welche alle Werthe 
und ^1 anzunehmen hat; es ist, mit anderen Worten fc\)x^^ 



§.5. 

Den Beweis von (F.) gründen wir auf die folgenden Sätze 

(H.), (J.): 

(G.) „Ist y eine Veränderliche, 
welche alle Werthe des Inter- 
valles (0 ... 1) mit Ausnahme 
des einen anzunehmen hat, 
X eine Veränderliche, welche 
alle Werthe des Intervalles 
(0...1), ohne Ausnahme erhält, 

so ist: 

y (\j x." • 

Der Beweis dieses Satzes (G.) wird 

am einfachsten durch die Betrachtung 

nebenstehender Curve geführt, deren ^ 

Abscissen von aus die Grösse x, 



(G.), 
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deren Ordinaten die Grösse y repräsentiren. Diese Curve besteht aus den 
unendlich vielen einander parallelen, mit ins Unendliche wachsendem r 
unendlich klein werdenden Strecken: 



ab, a'b\ . . ., a('^>6^'^>, . . . 

und aus dem isolirten Punkte c, welchem sich jene Strecken asymptotisch 
nähern. Hierbei sind aber die Endpunkte o, a', . . . , o^*^^, ... als zur Curee 
gehörig, dagegen die Endpunkte 6, 6', . . ., 6^*'\ ... als eon ihr ausge- 
schlossere zu betrachten. 

Die in der Figur vertretenen Längen sind: 

0/? = pc = 1 ; 06 = 6p = Oa = i ; 

Man überzeugt sich, dass während die Abscisse x alle Werthe von bis 
1 annimmt, die Ordinate y alle diese Werthe mit Ausschluss des einen 
Werthes erhält 

Nachdem auf diese Weise der Satz (G.) bewiesen ist , erhält man 
zunächst durch die Anwendung der .Transformationsformeln: 

a — a u — a 



ß—a ' " ß—tt ' 

die folgende Verallgemeinerung von (G.): 

. (H.) „Eine Veränderliche z, welche alle Werthe eines Intervalles 
(«.../?), wo ct^ß, mit Ausnahme des einen Endwerthes a an- 
nehmen kann, ist äquivalent einer Veränderlichen ti, welche alle 
Werthe desselben Intervalles {a ... ß) ohne Ausnahme erhält;" 
Von hier aus gelangen wir zunächst zu folgendem Satze: 
(J.) „Ist IT eine Veränderliche, welche alle Werthe des Intervalles 
{a ... /?) mit Ausnahme der beiden Endwerthe a und ß desselben 
anzunehmen hat, u dieselbe Veränderliche wie in (H.), so ist: 

In der That: es sei y irgend ein Werth zwischen a und ß; man 
führe hülfsweise vier neue Veränderliche w\ u>\ ii" und a ein. 

2 sei dieselbe Veränderliche wie in (H.), «?' nehme alle Werthe des 
Intervalles (a...y) an, mit Ausnahme der beiden Endwerthe a und y; to" 
erhalte alle Werthe des Intervalles {y ... ß) mit Ausnahme des einen End- 
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werthes ß, u" sei eine Veränderliche, welche alle Werthe des Intervalles 
iy ...ß) mit Einschluss der Endwerthe anzunehmen hat. 
Es ist alsdann: 

In Folge des Satzes (H.) ist aber: 

fr" cv; «',• 
wir schliessen daher, dass: 

w c\j z. 

Nach Satz (H.) ist aber auch: 

z c\J u; 
folglich hat man auch: w CO u^ womit Satz (J.) bewiesen ist 
Nun können wir den Satz (F.) wie folgt beweisen: 
Indem wir auf die Bedeutung der Veränderlichen / und x in der 
Ankündigung des Satzes (F.) verweisen, führen wir gewisse Hülfe ver- 
änderliche : 

f /" fiy) 

und 

ein, und zwar seien: 

f eine Veränderliche, welche alle Werthe des Intervalles (0 . . . «,) 
mit Ausnahme des einen Endwerthes «i erhält, f^""^ für v >> 1 eine Ver- 
änderliche , die alle Werthe des Intervalles («y_i . . . «y) mit Ausnahme der 
beiden Endwerthe «^_, und f^ anzunehmen hat; a?^'"^ sei eine Veränderliche, 
welche alle Werthe des Intervalles («2y-i ••• «2k) ohne Ausnahme erhält. 

Fügt man zu den Veränderlichen f\ f\ . . . /^"^ . . . nocli die con- 
stante Zahl 1, so haben alle, diese Grössen zusammengenommen denselben 
Spielraum wie f, d. h. man hat: 

I -— \l 9 19 •••7 / 1 •••? *■(• 

Ebenso tiberzeugt man sich, dass : 

X = \f y a?,/,a?,..., / ,a/,..., l|. 

Dem Satze (J.) zufolge ist aber: 
ferner ist: 
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daher \äU wegen des Satzes (E.) §. 3: 

w. z. b. w. 

§.6. 

Ich will nan für den Satz (D.) noch einen kürzeren Beweis geben; 
wenn ich mich anf diesen allein nicht beschränkt habe, so geschah es ans 
dem Grunde, weil die Httlfssätze (F.), (G.), (H.), (J.)? welche bei der 
complicirteren Beweisführung gebraucht wurden, an sich von Interesse sind. 

Unter x verstehen wir, wie früher, eine Veränderliche, welche alle 
reellen Werthe des Intervalles (0...1), mit Einschluss der Endwerthe, an- 
zunehmen hat, e sei eine Veränderliche, welche nur die irrationalen Werthe 
des Intervalles (0... 1) erhält; und zu beweisen ist, dass x c\) e. 

Die rationalen Zahlen ^0 und ^1 denken wir uns, wie in §. 4, 
in Reihenform mit dem allgemeinen Gliede <py, wo v die Zahlenreihe 
1« 2« B« . . . zu durchlaufen hat Femer nehmen wir eine beliebige un- 
endliche Ueihe von lauter irrationalen, von einander verschiedenen Zahlen 
des Intervalles 1,0... 1> an: das allgemeine Glied dieser Reihe sei 17,. 

(z. B. ij. = -^v)- 

Unter k verstehe man eine Veränderliche, welche alle Werthe des 
Intervalles i,0...1^ mit Ausnahme der tp, sowohl, wie der tjy anzunehmen hat 
Nach der in §. 3 eingeführten Symbolik ist alsdann: 

Vl.^ X = ;*, 17,, (Pr\ 

und 

e = I*, ijr|. 

Uio letzte Formel können wir auch wie folgt schreiben: 

Homorkou wir xmxu dass: 

und wonden auf die beiden Formeln (1.) und (2.) den Satz (E.) §. 3 an, 

HO orhaUon wir: 

X CO e; 

w. Ä, b, >!^. 
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§• 7- 
Es liegt der Gedanke nahe, zum Beweise von (A.) an Stelle des 

von uns benutzten Kettenhruches die Darstellungsform des unendlichen 

Decimalbruches zu wählen; obgleich es den Anschein haben könnte, dass 

dieser Weg schneller zum Ziele geführt haben würde, so bringt derselbe 

trotzdem eine Schwierigkeit mit sich, auf welche ich hier aufmerksam 

machen will; sie war der Gnind, weshalb ich auf den Gebrauch der Deci- 

malbrüche bei dieser Untersuchung verzichtet habe. 

Hat man beispielsweise zwei Veränderliche a?, und x^ und setzt: 

^1 - io "^ 10« "^'""^ 10" "^"*' 

^ ^ iO "^ 10* "^ "^10»' '^"' 

mit der Bestimmung, dass die Zahlen a^, ß^ ganze Zahlen ^ und r:^. 9 
werden und nicht von einem gewissen v an stets den Werth annehmen 
(ausgenommen wenn Xi oder x^ selbst gleich Null sind), so werden diese 
Darstellungen von Xi, x, in allen Fällen eindeutig bestimmt sein, d. h. a?, 
und X2 bestimmen die unendlichen Zahlenreihen «^ und ßy, und umgekehrt. 
Leitet man nun aus Xi und a?, eine Zahl: 

* ~ 10 "^10« '^""^ 10""^*" 

her, indem man setzt: 

SO ist hiermit eine eindeutige Beziehung zwischen dem System a?, , a?, und 
der einen Veränderlichen / hergestellt; denn nur ein einziges Werthsystem 
Xi , X2 fuhrt zu einem gegebenen Werthe von /. Die Veränderliche / nimmt 
aber, und dies ist der hier zu beachtende Umstand, nicht alle Werthe des 
Intervalles (0...1) an, sie ist in ihrer Veränderlichkeit beschränkt, während 
Xi und X2 keiner Beschränkung innerhalb desselben Intervalles unterworfen 
werden. 

Alle Werthe der Reihensumme: 

10 ^ 10* ^ ^ 10" ^ ' 

bei welchen von einem gewissen v > 1 an alle y,,.-! oder alle yjv den 
Werth Null haben, mtissen als von dem Veränderiichkeitsgebiet von / aus- 
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geschlossen angesehen werden, weil sie auf ausgeschlossene, nämlich end- 
liche Decimalbruchdarstellungen von x^ oder X2 zurückführen würden. 

§.8. 
Nachdem in den vorangehenden Paragraphen die beabsichtigte Unter- 

• 

suchung zu Ende geführt ist, mögen zum Schlüsse einige erweiternde Be- 
merkungen Platz finden. Der Satz (A.) und demgemäss der Satz (B.) sind 
einer Verallgemeinerung filhig, wonach auch stetige Mannigfaltigkeiten von 
einer unendlich grossen Dimensioneqzahl dieselbe Mächtigkeit haben, wie 
stetige Mannigfaltigkeiten von einer Dimension; diese Verallgemeinerung 
ist jedoch wesentlich an eine Voraussetzung gebunden, dass nämlich die 
unendlich vielen Dimensionen selbst eine Mannigfaltigkeit bilden, welche 
die Mächtigkeit der ganzen positivien Zahlenreihe hat 

An Stelle des Satzes (A.) tritt hier der folgende: 
(A'.) „Ist a?!, a?2, . . ., x^y ... eine einfach unendliche Reihe von 
einander unabhängiger, veränderlicher, reeller Grössen, von denen 
jede alle Werthe, die ^0 und ^1 sind, annehmen kann, und ist 
/ eine andere Veränderliche mit dem gleichen Spielräume CO<f^l) 
wie jene, so ist es möglich, die eine Grösse / dem Systeme der 
unendlich vielen a?i , x^ , . . . , x^, ... eindeutig und vollständig 
zuzuordnen." 
Dieser Satz (A'.) wird mit Hülfe des Satzes (D.), §. 3 zurückgeführt 
auf den folgenden: 

(C.) „Ist e», 62, . . ., e^^ . . . eine unendliche Reihe von einander 
unabhängiger veränderlicher Grössen, von denen jede alle irratio- 
nalen Zahlwerthe des Intervalles (0...1) annehmen kann und ist 
d eine andere irrationale Veränderliche mit dem nämlichen Spiel- 
raum, so ist es möglich die eine Grösse d dem Systeme der un- 
endlich vielen Grössen e, , 62 ? • • • , e^^ . ... eindeutig und vollständig 
zuzuordnen." 
Der Beweis von (C.) geschieht am einfachsten, indem man unter 
Anwendung der Kettenbruchentwickelung, wie in §. 2, setzt: 

€^ = (ct^i^ ^A'.M • • •? ^u,v9 • • •) nir ^u = 1, ^, ... 00, 
und zwischen ^den ganzen positiven Zahlen a und ß den Zusammenhang 
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herstellt : 

WO 

l - /^+ 2 

Es hat nämlich die Function u + ^^ + *'~ a^ + ^~ ) ^ ^j^ leicht zu zeigen, 

die bemerkenswerthe Eigenschaft, dass sie alle positiven ganzen Zahlen 
und jede nur einmal darstellt, wenn in ihr fi und v unabhängig von ein- 
ander ebenfalls jeden positiven, ganzzahligen Werth erhalten. 

Mit dem Satze (A'.) scheint aber zugleich die Grenze erreicht zu 
sein, bis zu welcher eine Verallgemeinerung des Satzes (A.) und seiner 
Folgerungen möglich ist. 

Da auf diese Weise für ein ausserordentlich reiches und weites Ge- 
biet von Mannigfaltigkeiten die Eigenschaft nachgewiesen ist, sich eindeutig 
und vollständig einer begränzten, stetigen Geraden oder einem Theile der- 
selben (unter einem Theile einer Linie jede in ihr enthaltene Mannigfaltig- 
keit von Punkten verstanden) zuordnen zu lassen, so entsteht die Frage, 
wie sich die verschiedenen Theile einer stetigen geraden Linie, d. h. die 
verschiedenen in ihr denkbaren unendlichen Mannigfaltigkeiten von Punkten 
hinsichtlich ihrer Mächtigkeit verhalten. Entkleiden wir dieses Problem 
seines geometrischen Gewandes und verstehen, wie dies bereits in §. 3 aus- 
einandergesetzt ist, unter einer linearen Mannigfaltigkeit reeller Zahlen jeden 
denkbaren Inbegriff unendlich vieler, von einander verschiedener reeller Zahlen, 
so fragt es sich in wie viel und in welche Klassen die linearen Mannigfaltig- 
keiten zerfallen, wenn Mannigfaltigkeiten von gleicher Mächtigkeit in eine und 
dieselbe Klasse, Mannigfaltigkeiten von verschiedener Mächtigkeit in ver- 
schiedene Klassen gebracht werden. Durch ein Inductionsverfahren , auf 
dessen Darstellung wir hier nicht näher eingehen, wird der Satz nahe ge- 
bracht, dass die Anzahl der nach diesem Eintheilungsprincip sich ergebenden 
Klassen linearer Mannigfaltigkeiten eine endliche und zwar, dass sie gleich 
zwei ist. 

Damach würden die linearen Mannigfaltigkeiten aus zwei *) Klassen 

*) Dass diese beiden Klassen in Wirklichkeit verschieden sind, folgt aus dem in 
§. 2 der vorhin citirten Arbeit (Dieses Journal Bd. 77 S. 258 f ) bewiesenen Satze, 
wonach, wenn eine ^esetzmässige, unendliche Reihe ^o^, oi , ..., Wy, ..s vorliegt, 
stets in jedem vorgegebenen Intervalle (a...ß) Zahlen 17 gefunden werden können, 
welche nicht in der gegebenen Reihe vorkommen. 
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bestehen, von denen die erste alle Mannigfaltigkeiten in sich fasst, welche 
sich auf die Form: fnnctio ips. v (wo v alle positiven ganzen Zahlen 
durchläuft) bringen lassen; während die zweite Klasse alle diejenigen 
Mannigfaltigkeiten in sich aufnimmt, welche auf die Form: functio ips. x 
(wo X alle reellen Werthe ^ und ^ 1 annehmen kann) zurückfUhrbar 
sind. Entsprechend diesen .beiden Klassen würden daher bei den unend- 
lichen linearen Mannigfaltigkeiten nur zweierlei Mächtigkeiten vorkommen; 
die genaue Untersuchung dieser Frage verschieben wir auf eine spätere 
Gelegenheit 

Halle a. S., den 11. Juli 1877. 
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lieber die SteinerBche Verallgemeinerung des Mah 

fatttBchen Problems. 

(Von Herrn W. Godt in Lübeck.) 



Uie folgenden Zeilen enthalten eine Betrachtung der Steiner&chen 
Verallgemeinening des Malfattischen Problems, entsprangen aus der Lectllre 
des Ansatzes von Herrn Schröter, dieses Journal Bd. 77, woselbst Lite- 
raturnachweise gegeben sind. Es wird ein rein geometrischer Beweis von 
Steiner^ Construction geliefert, der hoffentlich einigermassen natürlich er- 
scheinen wird. 

Dem elementaren Charakter der Beweisfllhrung schien es ange- 
messen, dass einige Bemerkungen erinnerungsweise vorausgeschickt wllrden. 
Ausser der Mannigfaltigkeit der Fälle bleibt auch die Vieldeutigkeit der 
Aufgabe unberücksichtigt. Der Leser wird, wo von Aehnlichkeitspunkten 
oder Potenzkreisen etc. schlechthin gesprochen wird, leicht den gemeinten 
erkennen. 

L Zwei Kreise bestimmen einen Büschel, drei ein Netz von 
Kreisen. 

Alle Kreise des Netzes werden von dem Orthogonalkreise der 
gegebenen rechtwinklig geschnitten. Kreise des Netzes, die durch einen 
Punkt gehen, gehören einem Büschel an, haben also noch einen gemein- 
samen Durchschnittspunkt. 

Zwei beliebige Schnittpunktepaare von Kreisen des Netzes liegen 
wieder auf einem Kreise des Netzes. 

Das Netz dreier Kreise fällt zusammen mit der Gesammtheit der 
Kreise, die ihren Orthogonalkreis rechtwinklig schneiden. 

Die Gesammtheit der Kreise, die zwei gegebene unter gleichen 
Winkeln schneiden, zerfällt in zwei Netze, deren Orthogonalkreise die Po- 
tenzkreise der gegebenen sind. 

Beide Netze haben einen Kreisbüschel gemein, der den ganzen Büschel 
der gegebenen rechtwinklig schneidet. 

Die Gesammtheit der Kreise, die drei gegebene unter gleichen 

33» 



260 Godi, über die Sletneriche VeraUgemeüierung de* Malfattiscken Problemt. 

Winkeln schDeiden, zerfUIlt in vier BüBchel, die alle den Orthogonalkreis 
der gegebenen enthalten, jeder Büschel ist rechtwinklig za einer Gruppe 
von drei Potenzkreieea der gegebenen, die Belbst einen Büschel bilden. 

Zwei Büschel, die je eine Gmppe von drei Kreisen eines Netzes 
gleichwinklig schneiden, werden, weil sie beide den Ortbogonalkreis ent- 
halten, gleichzeitig von einem Kreise des Netzes rechtwinklig geschnitten. 

II. Hat man drei Kreise x^x^x^, die sich gegenseitig berühren, and 
werden XiX^ noch von einem Ekxeise o,, XjXj noch von einem Kreise Oi 
berührt, so legen wir einen Kreis 9, durch die vier Punkte, in denen a, 
und fC| von x-, und x^ berührt werden und einen Kreis 9, durch die vier 
Punkte, in denen o, und x^ von Xi und x^ berührt i^erden. Dann haben 
^1 und gj ausser dem Berührungspunkte von Xi und st, noch einen weiteren 
Schnittpunkt P. Transformirt man von diesem aus die Figur durch reci- 
proke Radien, so entsteht eine neue, in der g^ and g, gerade Linien sind. 

Pig, I Hier sind die in a, und Ot nach den 

Berühmngspankteu mit x^ gezogenen 
Radien der Centrale von Xt und x, pa- 
rallel and gehören daher einem Dorch- 
messer von z, an. Ferner ist der Radius 
von Xi, der nach dem Berührangspuokte 
mit Xj geht, der Centrale von «i and x^ 
parallel und deshalb gleich der Summe 
der Radien von a,, a;, und ts^. Da man 
aber ebenso einen Radios von Xj gleich 
der Summe der Radien von a., Xi und x-, findet, so sind die Kreise a, und 
O] einander gleich. Ks ist also ihr Potenzkreis gerade und parallel der 
gemeinsamen Tangente von jj, und aj» in ihrem Berührungspunkte. 

Transformirt man nun zurück, so findet man: der Potenzkreis von a, 
und o, geht durch den Schnittpunkt P von y, und g^ and wird daselbst von 
ninom Kreise m, des Büschels x^x, berührt. 

Andere Beziehungen der Figur werden hier nicht benutzt Der erste 
TIh^I de» Satzes ist von Herrn Sekröler a. a. 0. gegeben. 

III. Hat man wie im vorigen Satze drei Kreise x und drei Kreise 
«, die respoi'tive den BUacheln der x angehören und selbst einen Büschel 
bilden, so ilftss «wei von ihnen willkürlich sind, nnd constmirt man zwei 
Kreise f, u»»! «1 «»» ***** **® *'•''* einander nnd ausserdem /, die Kreise 
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S2 und «3 gleichartig mit Xi , a, die Kreise X2 und x^ berühren, so liegt der 
Berührungspunkt von /; und a^ auf *,. 

Transformirt man nämlich die Figur von einem Schnittpunkte der s 
durch reciproke Radien, so werden die s pjg 2. 

gerade Linien. Nun geht *i durch den 
Schnittpunkt gleichartiger Tangenten, d. i. 
einen Aehnlichkeitspunkt von x^ und fi^ 
femer weil es Potenzlinie der Kreise X2 und 
a?3 ist, durch einen Aehnlichkeitspunkt von 
Xi und ai*, daher geht es auch durch einen 
Aehnlichkeitspunkt von Oi und /i, näm- 
lich den Berührungspunkt, womit die Be- 
hauptung erwiesen ist. 

IV. Es seien gegeben drei Kreise a. 
Denken wir uns nach Forderung der Mal- 
/Sstttschen Aufgabe die Kreise x gefunden und die Potenzkreise p der a 
sowie nach U. die Kreise g und m gezogen. Der Kreis ^1 schneidet 
Ol und Xi , mithin nach IL auch nh und pj 7 ffh und p^ alle unter demselben 
Winkel, ebenso g^ die Kreise a2X2miPxnhpy Nach I. giebt es daher einen 
Kreis q^ im Netze der a^ der die beiden Kreisbttschel rechtwinklig schneidet, 
die respective mit gri und g2 gleichartig die Gruppen der Kreise aip2P3 
und (hP\Pz gleichwinklig schneiden. Dieser Kreis q^ ist construirbar. Da 
er insbesondere g^, g2 und «ij rechtwinklig schneidet, so entsteht aus p^ , wenn 
man diesen Kreis über ^3 transformirt, ein Kreis *3, der dem Büschel von 
Xx und 0^2 angehört. 

Hieraus ergiebt sich eine Construction , die aus Verallgemeinerung 
der ScAröterschen Analvse a. a. O. entstanden ist 

V. Steiner könnte dagegen zu seiner Construction auf folgendem 
Wege gekommen sein. 

Denken wir uns wieder die a gegeben, die x gefunden, so kann man 
nach Anleitung von HL die Kreisgruppen s und f auf mannigfache Weise 
anbringen und durch geeignete Wahl der « die /" und so aus diesen wieder 
jene bestimmbar zu machen suchen. Nun kann man zwei s beliebig, also 
senkrecht zum gemeinsamen Orthogonalkreis r der a annehmen, wobei auch 
der dritte Kreis s rechtwinklig zu r wird. So schneidet nun r die drei 
Kreise «1, Si und a^ rechtwinklig, dieselben drei werden aber von g^ nach IL 
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{gleichwinklig geschnitten und von ^ nach Construction berührt, mithin ge- 
hören r, fi und gTj demselben Kreisbttschel an, der nach dem in 11. und IV, 
Erörterten auch p, und p^ mit ^i^^öj unter gleichem Winkel schneidet. Es bertOirt 
also /a auch p^ und p^. Damit ist /j bestimmt und Steinern Construction abgeleitet. 

Hierbei sind die mit s bezeichneten Kreise dieselben wie in IV. 
Zum Nachweise genügt es zu zeigen, dass die in IV. benutzten $ recht- 
winklig zu r sind. Es ist aber ^3 nach I. rechtwinklig zu r, und da «3 
aus pi über qy transformirt ist, schneidet *3 auch r unter demselben Winkel, 
wie pi es thut, das ist unter einem rechten. 

VI. Resultate. 

Aufgabe. Zu den Kreisen a drei andre x zu finden, die sich gegeur 
seitig und je zwei a berühren. 

Lösung Steinen^. Construire drei Potenzkreise p der a, die einen Büschel 
bilden, pi zu o^ und a^ gehörig etc. Construire einen Berührungskreis ^ 
zu Ol, P2 und p3, analog auch /, und f^. 

Construire einen Kreis «1, der /^und f^ berührt und durch den Berührungs- 
punkt von /l mit aj geht. Dieser berührt die gesuchten Kreise x^ und x,. 

Lösung nach Schröter. Constiitire die p wie vorhui. Suche das 
Schnittpunktepaar der Potenzkreise von OiPip^ und das der Potenzkreise 
von aiPiPi und lege durch beide Paare den Kreis 93. Transformire ^3 über 
^3 in *3, so berührt «3 die gesuchten Xi und 0?^. 

Fügt man zu der Figur mit den Kreisen apfqsx noch die folgenden 
hinzu: den Orthogonalkreis r der a, die Kreise g durch je die 4 Punkte, in 
denen Ot und ar, von den übrigen x berührt werden; und die m, die je 
durch die Sc^hnittpunkte zweier g gehen und die gleichnamigen x berühren, 
HO sind folgende Beziehungen hervorzuheben: 

Zwei Kreise g schneiden sich auf einem Kreise p, und dieser wird 
im S(>hnittpunktc vom gleichnamigen m berührt. Die Kreise apqs gehören 
(leniHeUicn Netze an. . Es gehören je zu einem Büschel : 

Die Kreise p, die Kreise m, die Kreise *, die gleichnamigen pqs, 
wobei q der Potenzkreis der beiden anderen ist, der Kreis r mit je zwei 
gleirhnaniigen f und g. 

Ein HüHchel der letzten Art wird von 5 Kreisen der Figur, nämlich 
dem gleichnamigen a und den ungleichnamigen p und 9 unter gleichen 
Winkeln geschnitten. Zwei Büschel dieser Art haben zum gemeinsamen 
Orthogoniii kreis das dritte q. 



K 
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Dass die m einen Büschel bilden, ergiebt sich, wenn die Figur von 
einem. Schnittpunkte von nii und m^ aus transformirt wird. Es werden dann 
diese beiden Potenzlinien nicht nur zu den x sondern auch zu den g; also 
geht die dritte Potenzlinie der x durch den Schnittpunkt von nii und 1112 
und gleicherweise die dritte Potenzlinie der g. Beide Potenzlinien haben 
aber noch den Berührungspunkt von Xi und ar,, weil er zugleich Schnitt- 
punkt von gi und ^2 ist, gemein, müssen also identisch und aus tth trans- 
formirt sein. 

ä 

Lübeck, im Mai 1877. 
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Ueber die Wurzeln der Fundamentalgleichung^ die zu 
einem singulären Punkte einer linearen Differential- 
gleichung gehört. 

(Von Herrn Hamburger.) 



In der Abhandlung „Ueber ein Princip zur Darstellung des Ver- 
haltens mehrdeutiger Functionen etc." (dieses Journal Bd. 83 p. 185 flf.) ist 
folgender Satz bewiesen worden: 

Ist der Nullpunkt der x- Ebene ein singulärer Punkt einer linearen 
homogenen Differentialgleichung fi^®^ Ordnung in y, deren Coefficienten ein- 
deutige Functionen von x sind, so bringe man vermöge der gegebenen 
Differentialgleichung sämmtliche Ableitungen von y, nach log x genommen, 
auf die Form: 

wo die (p rational aus den Coefficienten der Differentialgleichung zusammen- 
gesetzt sind, und setze 



Jf— X 



(1.) O... = £ (fi'r'"' (Xu^ ^"'^ 






unter Xu einen Werth von x verstanden, dessen absoluter Betrag ix,,! der 

Bedingung 

0< Xo <pe-'" 

gentigt, falls p den Abstand des Nullpunktes von dem ihm zunächst ge- 
legonon singulären Punkte bedeutet. Alsdann geht das System von parti- 
rulKron Integralen yi...y^, welches dadurch definirt ist, dass für x = Xo die 
AufangHwerthe 

y- -'^ ^* rfiogx " ^ " • • (diogx)"-« - 
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gelten, nach einem positiven Umlauf um den Nullpunkt in das System 

über, und die Gleichung, welche nach Herrn Fuchs die zum Nullpunkte ge- 
hörige Fundamentalgleichung genannt wird, lautet: 



(3.) 



an — CO a 



*i\ 



'u 



'In 



21 



• • • a 



Ml 



022 — ^ ... a, 



»2, 



W7 



. • . a^H-tt> 



= 0. 



Während die Grössen a^ , sich mit x^ ändern, sind die Wurzeln cüj . . . ai^ der 
Gleichung (3.) von ajo, so lange dieser Werth innerhalb des vorgeschriebenen 
Bereiches liegt, unabhängig. 

Es soll hier nunmehr gezeigt werden, dass man die Summen gleich 
hoher Potenzen dieser Wurzeln direct durch convergente Reihen dar- 
stellen kann. 

Denkt man sich nämlich den Punkt x^ in solcher Lage, dass 







m 



pc 



r-rini 



WO l eine positive ganze Zahl bedeutet, so kann man die Werthänderungen 
des Systems der Integrale y„ nach l positiven oder negativen Umläufen 
um den Nullpunkt dadurch erhalten, dass man in den Gleichungen (2.) als 
Substitutionscoefficienten Grössen a?/ einführt, die aus a^^ hervorgehen, indem 
man in den Ausdrücken (1.) für dieselben bez. ±2hii statt 2m substituirt 
(1. c. p. 190). Die Wurzeln derjenigen Gleichung, die aus (3.) durch diese 
Substitution hervorgeht, sind offenbar die ±^*®" Potenzen der Wurzeln der 
Gleichung (3.), und da ihre Summe den Werth 



.+a 



,±i 



ön +aÄ' + -- + < 



+1 

n 



hat, so folgt 



tt>l + tt>2+--- + tt>i 



M-7D 



(4.) 



= £ \<p'!i<r.) + *pr\x,,) + --\- <p:^'-'ix,,)\ ^^^, 



JfT=«) 



.-;. 



.-) 



cür+cü2 H f-cü; 



~x 



Jf=X 



= £ |v?(x.,) + yi'+*\aj„) + -- + <"-'(«..M 



(-2Ä«i)' 
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WO die Ausdrücke auf der rechten Seite, innerhalb des oben angegebenen 
Bereichs von a?ü, gegen von x,, unabhängige Werthe convergiren. Dass 
die Gleichungen (4.) auch für ^ = gültig bleiben , erhellt , wenn man 
beachtet, dass fUr jedes x 

<pKx) = (pi'Kx) = .-. = <pr\x) = 1 

ist. Aus den Ausdrücken flir die Potenzsummen lassen sich die Coef- 
ficienten der nach Potenzen von co entwickelten Gleichung (3.) in be- 
kannter Weise berechnen. 

Berlin, September 1877. 
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Zur Theorie der Bernoullischen Zahlen. 

Auszug aus einem Schreiben an Herrn Borchardt. 

(Von Herrn Stern in Göttingen.) 



Ist B^ die «^ BernouUteche Zahl, (m)« der ii*® Binomialcoefficient 
der Potenz m und setzt man 

wo A^ eine ganze Zahl ist und a, ß, . . . X äie sämmtlichen Primzahlen 
bedeuten, die so beschaffen sind, dass — s— , 7 ^ ••• — 2~" ^^^^^^^^^^ 

von n sind, so hat man, wie Herr Hermite gezeigt hat (Bd. 81 pag. 94 
dieses Journals) die merkwürdige Relation 

(«.) (2w+l),^, + (2ii+l)4^ + --. + (2ii+l),«^, = 1-11-2''-» --TS^, 
wo 

S, = y[(2i»+l),., + (2ii+l),,., + (2iH-l)3p_3+-] 

und das Summenzeichen sich auf alle ungeraden Primzahlen p bezieht, 
welche nicht grösser als 2«+l sind. Herr Hermite geht hierbei von der 
bekannten (ilfofcrcschen) Formel aus, welche man in der Form 

(-l)"(2ii+l)iÄ. + (-ir"'(2ii+l)3Ä,,i + --'-(2i»+l),._,Ä, + i» = i 
schreiben kann. Verbindet man diese Formel mit der folgenden 

(-l)-(2n + 2),Ä,+ (-l)"-H2ii+2)4Ä,,,+ ...-(2ii + 2,2«)ß, + ii = 0, 

welche Jacobi in wenig veränderter Form gegeben hat (Bd. 12 pag. 265 
dieses Journals) durch Subtraction, und berücksichtigt, dass 

(iii + l);t+i-(iii), = (m),^,, 
so ergiebt sich 

(-l)-^H2ll+l).Ä,+ (-l)'»(2ll + l)4ßn-l + -+(2l» + l)anÄ, = i, 

wofür man auch 

(2ii+nß.-(2ii + l)3ß, + ... + (-l)"-^H2ii+l),«.,ß. - i 

schreiben kann. 
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Legt man diese letztere Formel zu Grunde und befolgt im Uebrigen 
genau das von Herrn Hermite angegebene Verfahren, so erhält man eine 
andere Relation zwischen den Grössen A, die ihrer Form nach noch etwas 
einfacher ist, als die von Herrn Hermite bewiesene. Man findet nämlich 

U(2«+l)3(^ + l + i + it) 

+ } = 0. 

Bezeichnet mau nun die Summe der Glieder dieses Ausdrucks, welche den 
Factor — enthalten, durch Sp, so dass 

S, = y[(2l» + l)p., + (2fl + lV3+(2fl+l)3,_4 + -], 

so lässt sich leicht zeigen, dass Sp eine ganze Zahl ist. Betrachtet man 
nämlich zuerst den Ausdruck 

Op = (2fi + 2)^,i + (2« + 2),^.2 + (2ii + 2)3p_3 + ..., 

so findet man, dass Op nach dem Modul p entweder :^0 oder ^1 ist, je 
nachdem p—l kein oder ein Factor von 2ii+2 ist. Im ersten Falle bleibt 
die Beweisführung, durch welche Herr Hermite zeigt, dass Sp^O (mod.p), 
unverändert dieselbe. Im zweiten Falle sei 2» + 2 = *(/>—!), und es be- 
zeichne cu die verschiedenen Wurzeln der Congruenz af '^—I^eO (mod.p), 
also die Zahlen 1, 2, . . . p— 1, dann ist -2'(l+co)'*+^E=p — 2. Andererseits ist 

-2'(l+a>)^-+^ = /?-l+(p-l)[(2ii+2)^., + (2« + 2V, + ...+(2ii + 2W,], 

mithin 

(2« + 2)p_, + (2ii+2V, + ...+ (2ii + 2),,^, = 1, 

oder da {2n + 2)2,+2 = 1, 

(2ii + 2Vi + (2ii+2),,^, + ... + (2ii + 2)(,_oo,-.) ^ 0. 
Nun ist ^ 

(2ii+2)^,-(2ii+l)^_. = (2i»-t-l)^_, ; (2ii+2),^_,-(2ii+l),^, = (211+1^3 u. s. w. 

lüt also 2» + 2 nicht durch p—1 theilbar, so folgt aas 

(2«4-2)p_, + (2»+2),^_, + .-- = 
und 

(2«+lV, + (2«+lV, + ". = 0, 
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dass auch 

(2ii +!),_, + (2« -i-lV3 + ... = 0. 

Ist 2«+ 2 durch p— 1 theilbar, so ist 

(2fi+2)^_,+(2ii + 2),^_, + .-. + (2ii + 2X»_,)(,_,) = 
und zugleich 

(2fi+l)p^i + (2«+lV, + ..-+(2ii + lVi)(P-i) = 0, 
also auch 

(2fi+l)^^, + (211+1^3 + . .• + (2ii+lV,)(p_,)., = 0. 

Jedenfalls ist also Sp eine ganze Za.hl. Bezeichnet 2sp die Summe aller 
Ausdrücke, die man erhält, wenn man in Sp statt p alle ungeraden Prim- 
zahlen setzt, die nicht grösser als 2f}+l sind, so findet man aus iß,) die 
Relation 

(y.) (2« + 1), ^. + (2« + 1)3 ^ + . . . + {2n + 1),,., A^ ^ ^ 2'-*- -^v 

Die Verbindung der zwei Relationen (a.) und (y.) durch Subtraction giebt 
dann noch die Relation 

(«-l)(2«+l).A+^(2«+l)3^. + - + ^±^(2»+l)„_,^*+... 

- + ^- (2« +!),,_, A = l-n^-2t,-SS^ 

n 

Selbstverständlich gilt von Sp dieselbe Bemerkung, welche Herr Hermite in 
Beziehung auf Sp gemacht hat, dass nämlich der Ausdruck 



r (2yi+l)p-2 . (2n+i)2p-3 . 1 



p 

der in 9p übergeht, wenn man x = 1 setzt, filr jede Primzahl p, die nicht 
grösser als 2it+l ist, eine ganze Zahl ist, sobald x eine solche ist 

Göttingen, den 24. September 1877. 
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Auszug eines Schreibens an Herrn Stern über die 
„Verallgemeinerung einer Jacobhahen Formel/^ 

(Von Herrn E. Lampe.) 



. . . Uie pag. 216 dieses Bandes von Ihnen mitgetheilte Formel ist 
ein specieller Fall einer allgemeinen Relation für die Summen der Potenzen 
aller ganzen Zahlen von 1 bis zu einer beliebigen Zahl x. 

Setzt man nämlich, unter t eine ganze Zahl verstehend, 

Si{x) = r + 2' + 3* + -- + a?'', 
so ist bekanntlich: 

(!•)( T ... 

m 

Äi , Äj » ^3 ? • • • bedeuten hierin die ßemotf/Zt sehen Zahlen, das Symbol f ^ ) 

J- r, 11 «(• l)...(t— Ä + l) 

die Zahl -^—/:i±y^k 

Die zweite der Formeln (1.) unterscheidet sich von der ersten nur 
durch das Vorzeichen von ^a?'. Für ein ungerades i, ausgenommen i = 1, 
schliessen die rechten Seiten beider Gleichungen mit einem Gliede, welches 
das Quadrat von x enthält ; für ein gerades t und für i = 1 dagegen mit 
einem Gliede, das die erste Potenz von x enthält. Daher muss man in 

diesen Formeln dem Symbole ( g^ T ^ ) immer (also auch ( j )) , abweichend 

vom sonstigen Gebrauche, den Werth beilegen. Würde man ihm nämlich 
den Werth 1 geben, den es sonst hat, so würde das letzte Glied für ein 
ungerades i die O^*' Potenz von x enthalten, während in diesem Falle die 
Formeln mit einem Gliede schliessen, welches in x quadratisch ist. Mit 
Hcrü(;ksichtigung dieses besonderen Umstandes sind demnach die Formeln 
HO weit fortzusetzen, bis man i^m in dem Symbole (^) hat. 
Bezeichnet nun S'*{x) die n^^ Potenz von S;{x), so ist: 

^^'^ I -(,|,a.-'-4^'+iß.(;)^'-"-iß.(3y"+--0- 
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Entwickelt man die rechte Seite dieser Gleichung nach Potenzen von x, 
80 verschwinden offenbar die Glieder, welche x in den Potenzen ii(» + l), 
»(i+l) — 2, »(f+l)— 4, ... enthalten, und es bleiben in der Entwickelung 
nur die Glieder , welche x in den Potenzen i* (t + 1) — 1 , » («+ 1) — 3, 
«(i + l) — 5, ... enthalten. Die Endglieder der Entwickelungen sind, je 
•nachdem i gerade oder t ungerade ( ausser t = 1 ) , beziehungsweise die- 
jenigen mit den Potenzen a?"~'+' oder a?"*~^^'. Man hat also: 

(2«.) Sr(a:)-S?(ir-1) = A,x''^'^'^-'+A,x<'^'^'' + A,x''^'-^'^-'+"^, 

worin die A die Coefficienten der Entwickelung der rechten Seite von (2.) 
nach fallenden Potenzen von x bedeuten. 

Setzt man in (2^) statt x der Reihe nach die Zahlen 1, 2, 3, ... x, 
so erhält man Sr(l)~Sr(0), Sr(2)-Sr(l), Sr(3)-Sr(2), ...,S:{x)-St{x-l\ 
und addirt man sämmtliche resultirenden Gleichungen, so folgt: 

worin bei den Summen S die gemeinsame Grenzzahl x ttberall fortgelassen 
ist Symbolisch kann man dies Resultat so schreiben: 

jS? = (-4TS*^*+*S*+*^.(i)S'"-i«^(3)«'"'+-)" 

Man hat die rechte Seite dieser Gleichung nach Potenzen von S zu ent- 
wickeln und danach die zu den S gehörigen Exponenten als untere Indices 
dieser Buchstaben zu schreiben. 

Ist z. B. t = 1, so hat man : 

Verfuhrt man hier nach der für (3.) gegebenen Regel, so folgt nach Multi- 
plication der Gleichung mit 2"""^ 

(4.) 2--Sr = (?)S.-i + (3)S2,-3 + (;)S,.-5 + -, 
die von Ihnen durch Induction bewiesene Formel. 

Ausserdem ist übrigens klar, dass man in ganz ähnlicher Weise 
symbolisch hat: 

sjsjs,... = (^S'>'+iS'+...)(^s*+'+iSH")(7:^ s'^'+ iS'+-)- 

-(7i-«"'-*«*+0(liT«*-^-i^+-")(7Tr«'"'-iS'+-")"- 
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Aus (5.) folgt für das Product S.S* z. B.: 

\S^S, = (^q:r+T^)s.>*-..+iß.((;)+(?))«.>- 
i -i«.((3)+(3))«'+»-3+- 

In den Formeln (3.), (5.) und (6.) ist das Symbol (^) = 0, wenn i 
dagegen ist in (3.) und (4.) der von der Potenzerhebung herrührende Coef- 
ficient ( ^ ) wie gewöhnlich gleich 1 zu setzen. 
Berlin, den 5. October 1877. 
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Verwendung der Ausdehnungslehre fftr die allgemeine 
Theorie der Polaren und den Zusammenhang alge- 
braischer Gebilde. 

(Von Hermann Günther Grassmann *) in Stettin.) 



llerr Reye hat in einer Reihe von Aufsätzen, die in diesem Jouraal 
veröflFentlicht sind, und unter denen ich besonders Bd. 78, S. 97 flF. „Er- 
weiterung der Polarentheorie algebraischer Flächen," Bd. 79, S. 159 flf. 
„Ueber algebraische Flächen, die zu einander apolar sind," Bd. 82, 8. 1 flF. 
„Ueber Systeme und Gewebe von algebraischen Flächen" nebst den An- 
wendungen auf Flächen zweiten Grades JBd. 82, S. 54 flF., S. 173 flF. hervor- 
hebe, die Theorie der algebraischen Gebilde in sehr fruchtreicher Weise 
erweitert Die Methoden, die er angewandt hat, werden durch die Prin- 
cipien der Ausdehnungslehre ausserordentlich vereinfacht, und neue Bahnen 
eröffiien sich von da aus in dies noch immer schwer zugängliche und doch 
so reichhaltige Gebiet. 

Die Principien der Ausdehnungslehre, auf die ich zurückgehe, finden 
sich zuerst andeutungsweise in meiner Ausdehnungslehre von 1844 und in 
der von 1862. In der letzteren, No. 350, ist gezeigt, wie man jede Function 
von m veränderlichen Zahlgrössen a?i , ... x„, in eine Function einer ein- 
zigen extensiven Grösse x verwandeln kann, welche aus m Einheiten 
ei , ... e„, durch die Zahlgrössen Xi , ... x,^ abgeleitet ist, so nämlich, dass 

x== Xiei + X2e2'\ h x,„ e^ ist. Diese Verwandlung wird durch den BegriflF 

der combinatorischen Multiplication vermittelt. Das Product der Einheiten 
6i , ... e„, wird als combinatorisches dadurch charakterisirt , dass dasselbe 
Null gesetzt wird, sobald eine Einheit mehr als einmal darin als Factor 
erscheint, und dass durch gegenseitige Vertauschung zweier Factoren das 
combinatorische Product der Einheiten entgegengesetzten Werth annimmt. 
Ich bezeichne, der Ausdehnungslehre von 1862 gemäss, das combinatorische 
Product durch eine eckige Klammer, mit der ich es umschliesse; femer 
setze ich das combinatorische Product der sämmtlichen ursprünglichen Ein- 
heiten in der gegebenen Reihenfolge e^ ... e^ gleich 1, also [eiC2...eJ = 1, 

*) Der durch seine Ausdehnungslehre und andere werthvoUe Arbeiten um die 
Wissenschaft hochverdiente Verfasser ist leider am 26. September 1877 gestorben. 
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SO dass also die combinatorischen Producte aus den m Einheiten stets, je 
nach ihrer Ordnung gleich +1 oder —1 sind. Ergänzung einer Einheit 
nenne ich das combinatorische Product aller übrigen Einheiten und zwar 
in der Anordnung der Factoren, dass, wenn auf jene Einheit die Einheiten 
die in ihrer Ergänzung als Factoren enthalten sind, der Reihe nach folgen, 
das gesammte combinatorische Product +1 ist Ist also «^ die Ergänzung 
der Einheit e^ und bedeutet [e^ « J das combinatorische Product, in welchem 
auf Br nach der Reihe die Einheiten von e^ als Factoren folgen, so hat 
man [e^«r] = l; dagegen [e^fj = 0, wenn r nicht gleich $ ist, weil dann «, 
noth wendig e^ als Factor enthält, das gesammte combinatorische Product 
also nach dem oben festgestellten Begriffe desselben Null ist Ich nenne 
ein solches Product [e,.fj, sofern e^ und «^ als dessen Factoren betrachtet 
werden, ein äusseres Product (Äusdehnungslehre von 1844 §• 34, die von 
1862 No. 78). Hieraus folgt aber sogleich, da a: = a?iC, + X2e2+-*+a?„6, 
gesetzt war, [x fj = a^i , {x fj] = a?2 u. s. w., also 

/•(a?,, a?,, ... x„) = A[^«i]? b«J, .-. [^^n])i 
d. h. die Function von m veränderlichen Zahlgrössen Xi , . . . x^ ist in eine 
Function einer einzigen extensiven Grösse x verwandelt Hieraus habe ich 
weiter in No. 158 die Folgerung abgeleitet, dass sich jede homogene 
Function n^^ Grades der Veränderlichen a?i, ... a:^ in der Form a^x"" dar- 
stellen lasse, wo a« einen Ausdnick mit n Lücken in jedem Gliede dar- 
stellt In der That, wenn f eine homogene Function i»^^° Grades von 
Xi, ... a?„» ist, so kommt in /"= A[^^i]) [^^2]^ ••• [^*m]) die extensive Va- 
riable X in jedem Gliede n mal als Factor vor. Entfernt man daher x aus 
diesen Verbindungen [rr«J und setzt an die Stelle, wo x gestanden hat, 
irgend ein Zeichen, welches die dadurch entstandene Lücke darstellt, und 
setzt nun den so aus f{[xB^^ ... [ar«^]) hervorgehenden Ausdruck =a^, so 
wird /'=«„a?\ Das Zeichen, welches man für die entstandene Lücke wählt, 
ist an sich gleichgültig, kann aber hier füglich ganz entbehrt werden, da 
der Ausdruck a^x"" sonst keine Bedeutung hat, wenn nicht a. ein Ausdruck 
ist, der in jedem Gliede n Lücken enthält, in die a; eintreten soll. Doch 
ist hierdurch der Begriff des Lückenausdruckes a^ noch nicht erschöpft. 
Es muss nämlich festgestellt werden, welche Bedeutung a, erlangt, wenn 
beliebige n extensive Grössen, z. B. yitfi^^ypy'"'^ in die Lücken jedes 
in a^ enthaltenen Gliedes eintieten sollen. Es ist in der Äusdehnungslehre 
von 1862 No. 353 festgesetzt, dass «f, yi ^2 • • • yj, y**"^ den Ausdruck be- 
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zeichnet, welcher hervorgeht, wenn man die Factoren yi ya • • . yp^*"'* nsLch 
nnd nach in allen möglichen verschiedenen Folgen in die Lücken von a, 
eintreten lässt und die Summe der so erhaltenen AuBdriicke durch ihre An- 
zahl dividirt, und in No. 360—363 ist nachgewiesen, dass für diese hinzu- 
tretenden Factoren die Gesetze der gewöhnlichen algebraischen Multipli- 
cation gelten. Auch kann y hier möglicher Weise die Lücke selbst be- 
zeichnen. Ich beschränke mich, im Anschlüsse an die Arbeiten von Herrn Reye, 
auf die quaternären Formen im Räume. Die Grössen erster Stufe im Räume 
sind Punktgrössen, d. h. einfache oder vielfache (mit Coeflficienten versehene) 
Punkte, oder Strecken von bestimmter Länge und Richtung, die als unend- 
lich entfernte Punktgrössen aufzufassen sind. Ich bezeichne diese Grössen 
erster Stufe mit lateinischen Buchstaben, und verstehe also auch unter den 
Einheiten ej, ea? ^, e^^ sowie unter ihren Vielfachensummen, Grössen 
erster Stufe, also, abgesehen von dem Coeflficienten, Punkte. Die Ergänzung 
von 61, d. h. das combiuatorische Product [6263 cj bezeichne ich wie oben 
mit €i und nenne diese Ergänzungen Einheiten dritter Stufe. In der Aus- 
dehnungslehre ist nachgewiesen, dass das combiuatorische Product [^6364] 
ein Theil der Ebene ist, die durch die drei Punkte ej, ^3, ^4 geht und 
zwar, wenn 62, C3, 64 einfache Punkte sind, das Doppelte des Dreiecks 
626364. Ebenso nenne ich jede Vielfachensumme dieser ergänzenden Ein- 
heiten eine Grösse dritter Stufe. Sie stellt nach der Ausdehnungslehre 
(von 1862) No. 257, 258 wiederum einen Theil einer Ebene dar, und es 
gelten für sie im Räume genau dieselben Gesetze wie für die Grössen 
erster Stufe, wenn man nämlich überall den Begriff der ersten Stufe mit 
dem der dritten vertauscht. Namentlich ist das combiuatorische Product 
dreier Ebenen, abgesehen von dem metrischen Werthe, der Durchschnitts- 
punkt der drei Ebenen. Ich bezeichne im Folgenden überall die Ebenen 
oder Theile der Ebenen mit griechischen Buchstaben. Hiemach wird nun, 
wenn x = Xiei + X'ie2 + Xie3+x^e4^ und f = Ii«i + f2«2 + l3«3 + f4^4 ist, wo 
Xij ... x^j f I , ... I4 veränderliche Zahlgrössen bedeuten, 

a^af = die Gleichung einer Fläche «^^ Ordnung, 
a, r = die Gleichung einer Fläche ii*®^ Klasse. 
Der Kürze wegen will ich diese Flächen die Flächen a^ oder a^ nennen. Aus 
den hier dargelegten, schon in meiner Ausdehnungslehre von 1862 enthaltenen 
Principien habe ich in den Göttinger Nachrichten von 1872 S. 670 die 
Theorie der Polaren auf die einfachste Weise abgeleitet, und es bedarf 

36 ♦ 
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nur einer geringen Nachhülfe um die dort niedergelegte Methode so zu er- 
weitem, dass sie zugleich die von Herrn Heye ausgeführte, erweiterte 
Theorie der Polaren und die Theorie der Apolaren in sich schliesst Es 
knüpft sich jene Methode an die Aufgabe, die Durchschnittspunkte einer 
geraden Linie bc mit einem Gebilde n*®»* Ordnung zu finden. Die Aufgabe 
ist dort flir den Fall behandelt, dass dieses Gebilde eine Curve n^^ Ord- 
nung in der Ebene sei. Es lässt sich dies aber ohne irgend eine Aende- 
rung auf den Fall übertragen, wo das Gebilde eine Fläche n^^ Ordnung 
im Räume ist. Jeder Punkt der geraden Linie bc lässt sich in der Form 
b + kc darstellen, wo b und c Punkte und l eine veränderliche Zahl ist 
Ist nun a„a?* = eine Fläche n^«'* Ordnung, so liefert die Gleichung 
a^{b + kcy = nach k gelöst die n Durchschnittspunkte der geraden Linie 
bc und der Fläche a^x"" = 0. Die Entwickelung giebt 

Sind die k ersten Glieder dieser Gleichung Null, so sind auch k Werthe von 
i Null, d. h. die Gerade bc berührt die genannte Fläche Ar-punktig in b. 
Sind also die k ersten Glieder der Gleichung (1.) fUr jeden Werth von 
c gleich Null, so muss jede durch b gezogene gerade Linie die Fläche 
a^ Ar -punktig treffen, d. h. der Punkt b ist ein Ä-facher Punkt der Fläche 
«,. Setzen wir nun einen Ausdruck «^ mit k Lücken, die durch Punkte 
ausgefüllt werden sollen, nur dann selbst gleich Null, wenn er mit be- 
liebigen k Punkten multiplicirt Null giebt, oder, anders ausgedrückt, wenn 
die sämmtlichen Coefficienten der Form cr^t^ Null sind, so können wir 
sagen, a,6*"* = drücke aus, dass b ein (Ar+l)-facher Punkt der Fläche 
a^ sei, namentlich drücke dann a„ 6*^' = aus, dass b ein Doppelpunkt der 
Fläche «n sei. Die Glieder in der obigen Gleichung (1.) sind, wenn man 
c veränderlich etwa gleich x setzt, die Polaren von 6, nämlich die Fläche 
«,6, d. h. die Fläche, deren Gleichung a^bx"*'^ =0 ist, die sogenannte erste 
Polare, a^b^ die zweite u. s. w. Ich habe in dem angeführten Aufsatze 
die Benennung dahin geändert, dass ich «„6 die Polare von b, a^b^ 
die Polare von 6^ u. s. w. , a^b^b^. . . 6* die Polare von b^b^. . .b^^ ge- 
nannt habe. Da man nun das algebraische Product 6| 62 • • • 6^ als 
Fläche k^^ Klasse betrachten kann , die in die Punkte 61 , 62 , ... 6* zer- 
fällt, und jede Fläche ä^®«* Klasse als Vielfachensumme solcher Flächen 
darstellen kann, so lag es nahe, die Theorie der Polaren in dieser Weise 
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ZU erweitern. Aber ich habe diesen wichtigen Schritt nicht selbständig 
gethan, sondern erst, nachdem ich Reye^ oben citirte Abhandlung in diesem 
Journal Bd. 78 gelesen hatte. Aber die angedeutete Idee ist für die Auf- 
fassung der allgemeinen Polarentheorie von fundamentaler Wichtigkeit, und 
ich werde sie daher hier noch nach einer etwas veränderten darlegen. Ich 
habe gesagt, dasö man das algebraische Product h^bi...bj, als Fläche A^^'^ 
Klasse betrachten kann; die Gleichung dieser Fläche ist [6|f|[62f]«.. [6*^1 = 0, 
wo [6||] das äussere Product des Punktes 6, und der Ebene f ist, und 
gleich Null gesetzt, aussagt, dass die Ebene § durch den Punkt b^ geht. 
Nun bezeichne ich mit a^*^ die Vielfachensumme der algebraischen Pro- 
ducte von je k Punkten und nenne sie eine Form ä^®'' Klasse. Es ver- 
wandelt sich a^*^ in aj,^ wenn man jedem dieser Punkte noch eine Lücke 
dritter Stufe als zweiten Factor des äusseren Productes hinzufügt; es sind 
also aS^^ und a^ nur formell verschieden, und beide stellen dieselbe Fläche 
ft^f Klasse dar. Ich bezeichne das obige Product [6il][62^].-.[6*^] mit 
[6i6i . . . 6^.^*] und verstehe allgemeiner unter dem äusseren Producte 
zweier Factoren, von denen der erste ein algebraisches Product von m 
Punkten, der andere ein algebraisches Product von n Ebenen ist, also unter 
[6i...6,„./ii.../?J, wenn m kleiner oder ebenso gross als n ist, den Ausdruck, 
welcher hervorgeht, wenn man zuerst jeden der Punkte b^...b„, mit einer 
beliebigen der Ebenen /?i . . . /?„ zu einem äusseren Producte verbindet, 
und die sämmtlich möglichen verschiedenen Glieder, die auf diese Weise 
aus bi...b„J)i...ß^ entspringen, addirt und die Summe durch die Anzahl 
der Glieder dividirt. So z. B. ist 

Man sieht, dass jener Ausdruck [6i...6,n./5,.../?„] nur formell verschieden 
ist von dem oben definirten Ausdrucke [a?/i,]...[x/?J6, ...6«, wenn x das 
Zeichen der Lücke ist, und dass a«r identisch ist mit [a^"^!"] und daher 
auch die oben nachgewiesenen Gesetze für diese neuen Formen gelten. Es 
versteht sich von selbst, dass, wenn m grösser ist als n, man /3|.../^« auf 
alle möglichen Arten mit n der Punkte b^...b,„ zu äusseren Producten [ft^Ä] 
zu verbinden und im übrigen ebenso zu verfahren hat, und dass man femer 
auch \ßt*'*ßm'bi...bn] auf entsprechende Weise zu definiren hat. Ich ziehe 
diese Formen als für die Anwendung bequemer den früheren vor. Ist nun 
a^"^ eine Form n^®»* Ordnung und a^"*^ eine Form m^««* Klasse, so wird nach 
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dem Obigen [0^**^ a^"*^] die Polare zu jenen zwei Formen. Diese Polare 
ist eine Form von («— m)^«»* Ordnung oder (m— «)^er Klasse, je nachdem 
« > m oder m > « ist. Um diesen doppelten Ausdruck zu vermeiden, setze 
ich fest, dass z. B. eine Form (— S)*«»* Ordnung nichts anders bedeuten soll 
als eine Form dritter Klasse und umgekehrt Wenn «1 = 1* ist, sq wird die 
Polare eine blosse Zahl. 

Der so gewonnene Begriff der Polare gestattet die freieste und mannig- 
fachste Anwendung, und schliesst den von Herrn Reye aufgestellten Begriff in 
sich. Um dazu zu gelangen, benutzt man am besten den bekannten Satz : Jede 

Fläche n*®"* Klasse lässt sich, wenn man v = 12 3 beliebige 

Punkte 61, ... hy annimmt, welche nicht in einer und derselben Fläche 
„ter Ordnung liegen, als Vielfachensumme von v Flächen nf^^ Klasse dar- 
stellen, welche sich auf die «-fachen Punkte 61, ... hy reduciren, oder anders 
ausgedrückt, jede Form n^^r Klasse a^"^ lässt sich in der Form 

darstellen. Dieser Satz, so wie der reciproke, soll weiter unten auf sehr 
einfache Art bewiesen werden. Sucht man nun zu der Fläche a^*\ deren 

Gleichung ai[6il]"H ^(^[by^Y^ und zu der Fläche k^^^ Ordnung a^*^, deren 

Gleichung bi[Aa:7-h- + b,[Äa:]* = ist, wo x= (*+0(|^+|X*+3) ^^^ 

k<in ist, die Polare, so wird diese nach dem Obigen eine Fläche {n — k)^^ 
Klasse, deren Gleichung [a^"> «(*> ^-*] = d.h. ^a^b.ft;/?*^-* = oder 

^ ^q br [Ag /^r]* [bq ^]"~* = ist. Diese Bestimmung stimmt mit der von Herrn Reye 

q.r 

dem Resultate nach überein. Aber auch Reye^ Apolaren sind aus dem 
obigen Priucip aufs einfachste abzuleiten. Nämlich zwei Formen a^"^ und a^"*^ 
von n*®r Klasse und m^«"* Ordnung heissen apolar zu einander, wenn die zu 
ihnen gehörige Polare Null ist, d. h. wenn [a^"^ . a^"*^] = ist Wenn m kleiner 
als n ist, so heisst das, es muss [a^"\ a^'"^ f»"^] gleich Null sein für jede 
Ebene ^; das giebt so viel Bedingungsgleichungen als die Zahl der 
Coefficienten einer quatemären Form («— m)*«'* Grades beträgt, also 

^^""^ ^^^7o Q ^^~^"^ ^ Bedingungsgleichungen. Diese Bedingungs- 

gleichungen erhält man unmittelbar, indem man statt ^'^ "' nach und nach 
die Combinationen mit Wiederholung aus fj, «2, «37 «4 zur (n—m)^«'» Klasse 
setzt. Der interessanteste Fall ist der, wo « = 111 ist, also [a^">.a^"^] = ist. 
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Wenn sich a^"^ auf die Potenz eines Punktes reducirt, so sagt die Gleichung 
aus, dass dieser Punkt auf der Fläche n^^^ Ordnung a^"^ liege. Wir werden 
im allgemeinen Falle mit Herrn Aeye sagen können, dass die Fläche «^«^ Klasse 
a^"> auf der Fläche n^^^ Ordnung a^"^ ruhe, oder nach der in der Ausdehnungs- 
lehre gewählten Benennung, dass a^"^ und «^"^ incident sind. Sind Cj, Ca, 
63, 64 die ursprünglichen Einheiten und fi, «2? *3 5 *4 ihre Ergänzungen, so 
kann man a^*^ und a^"^ in den Formen darstellen 

a^") = bi6r+b2fr'f2+--+b,€;. 

Dann ergiebt sich, da [e^i:v.] = l, [e^«J = ist, wenn r und s verschieden 
sind , auch [cj . «J] = [ex t J" = 1 , [c7~^ 62 . c" "* «2] = [^i «1]""^ [ca «J] = 1 ? und so 
werden überhaupt die äusseren Producte der entsprechenden Glieder gleich 1, 
während die der nicht entsprechenden verschwinden, also 

[«(«)«(«.)] =, aib, + a2b2+-+a,.bv 

und dies gleich Null im Falle der Incidenz, also ganz wie bei der Incidenz 
eines Punktes und einer Ebene. 

Da sich die Folgerungen, welche Herr Reye aus seiner Polaren- 
theorie zieht, aufs leichteste aus den oben aufgestellten Principien ergeben, 
so glaube ich auf ihre Ableitung hier verzichten zu dürfen, und gehe jetzt 
auf die Systeme und Gewebe algebraischer Flächen über. Die wesentliche 
Idee dieser Gebilde findet sich in der Ausdehnungslehre von 1862 No. 392 
und 393. Es seien /; , /2 , ... /V beliebige Functionen,* und zwar setze ich 
sie dem vorliegenden Zwecke gemäss als quatemäre Functionen von Punkten 
oder Ebenen im Räume, so lassen sich diese Functionen nach No. 392 als 
Einheiten auffassen und die daraus numerisch abgeleiteten Functionen als 
extensive Grössen, welche allen Verknüpfungen extensiver Grössen unterworfen 
werden können, und den Gesetzen derselben unterliegen. Es sei 

eine solche abgeleitete Function, a?i , a?, , ... Xy also ihre Ableitungszahlen, 
die aber von den Veränderlichen, die in /, , /, , ... enthalten sind, gänzlich 
unabhängig sind. Wenn nun zwischen diesen Ableitungszahlen, die man mit 
Herrn Reye die Flächencoordinaten nennen kann, eine Gleichung m*«» Grades 

(p (a?i , ip2 , ... Xy) = 
herrscht, so habe ich die Gesammtheit der Flächen /=0, die dieser Glei- 
chung genügen, in No. 393 ein Flächengebilde m^^^ Grades genannt, was 
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mit Reye^ Darstellung wesentlich übereinstimmt. Allgemeiner würde 

f=^ifi-\ VXyfyj wenn y (xj , 0:2 , . . . Xy) eine Gleichung m^^ Grades ist, 

ein Formgebilde m^^^ Grades genannt werden können. Ich habe diese Idee 
in No. 394—400 weiter ausgeführt für den Fall, wo /;, /i, /i, /♦ Kreis- 
functionen in der Ebene sind, und davon ist der Fall wo /", , ... /§ Kugel- 
functionen im Räume sind, nicht wesentlich verschieden (vergl. Reye in 
diesem Journal, Bd. 82, S. 7 unten). Aber in Betreff der Stufenzahl der 
Gebilde befinde ich mich mit Herrn Reye im Widerspruch. Ich nenne die Ge- 
sammtheit aller aus q Einheiten numerisch ableitbaren Grössen, der neueren 
Algebra entsprechend, ein Gebiet (lineares Gebilde) q^^^ Stufe, während 
Herr Reye dafür die Stufenzahl 9— 1 annimmt, die aber überall zu ver- 
wickeiteren Formeln fuhrt. Die allgemein theoretischen Sätze, welche Herr Reye 
S. 1— 13 in der citirten Abhandlung „Ueber Systeme n. s. w." aufstellt 
werden einfacher, allgemeiner und leichter beweisbar, wenn man wie oben 
/i , ... fy als beliebige Einheiten , also die f als einem Gebiete v^^ Stufe 
angehörig auffasst In diesem Sinne findet sich der Hauptsatz über die 
Stufenzahlen der Gebiete {Reye a. a. 0. S. 12) in No. 25 der citirten Aus- 
dehnungslehre, wobei auf die Erklärung No. 15 zurückgegangen ist. Hier 
wird die Gesammtheit der Grössen, welche zweien (oder mehreren) Gebieten 
zugleich angehören, ihr gemeinschaftliches Gebiet und die Gesammtheit 
der Grössen, welche sich aus den Grössen zweier (oder mehrerer) Grössen 
numerisch (linear) ableiten lassen, ihr verbindendes Gebiet genannt und der 
Satz aufgestellt, dass die Summe der Stufenzahlen zweier Gebiete gleich 
der Summe der Stufenzahlen des ihnen gemeinschaftlichen und des sie ver- 
bindenden Gebietes sei. Ich verweise in Bezug auf den Beweis dieses 
Fundamentalsatzes auf die citirte Nummer meiner Ausdehnungslehre von 
1862, und bemerke, dass er auch schon in der Ausdehnungslehre von 1844 
S. 185 wenn gleich in anderer Ausdrucksweise vorkommt. 

Auch die meisten der übrigen Sätze in jenem Abschnitte sind der 
Ausdehnungslehre zu entnehmen, dagegen findet sich in beiden Bearbeitungen 
der Ausdehnungslehre nicht der für die Ausdehnungslehre wichtige Satz 
in No. 14 jener Abhandlung. Derselbe würde für die Ausdehnungslehre 
so lauten: Ein Gebiet q^^^ Stufe, welches einem Gebiete {q + s)^^^ Stufe 
untergeordnet sein soll, hängt von qs Parametern ab, d. h. es giebt qs-fsLch 
unendlich viele Gebiete q^^^ Stufe, die einem gegebenen Gebiete {q+s)^^ 
Stufe untergeordnet sind. Der Beweis, den Herr Reye giebt, lässt sich un- 
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mittelbar auf die Ausdehnnngslehre ttbertragen. Sind nämlich wie oben 
fij ••• fy9 wo v=^q+8i&tf als Einheiten gefasst, und ist f=^Xifi+*"+Xq^J^+,, 
so müssen zwischen a?, , ... a?,+, , damit f aus q Einheiten numerisch ableit- 
bar sein soll, s Zahlbeziehungen (lineare homogene Gleichungen) herrschen. 
Diese lassen sich, wenn sie von einander unabhängig sind, in der Form 
darstellen, dass von q jener Grössen die übrigen numerisch ableitbar sind, 
vorausgesetzt, dass auch unendlich grosse Coefficienten gestattet sind. Jede 
dieser s Zahlbeziehungen enthält q Coefficienten, also alle zusammen qs Coef- 
ficienten, die man als die Parameter, von denen die untergeordneten Gebiete 
9*ör Stufe abhängen, ansehen kann. 

Es ergiebt sich hieraus z. B. der für die Ausdehnungslehre sehr be- 
deutungsvolle Satz: Die Anzahl der Bedingungsgleichungen dafür, dass eine 
Grösse ^f^"^ Stufe, die einem Hauptgebiete (q+sy^^ Stufe angehört, eine 
einfache sei, d. h. sich als combinatorisches Product von q Grössen erster 
Stufe darstellen lasse (vgl. Ausdehnungslehre von 1862 No. 77, die von 

1844 §.51), ist {q + 8)-qs-l, d. h. (g+0(g+ |_ -i)...(^+l) _.^^^i, Also 

1- • Ä" « • » ff 

z. B. fllr Grössen q^^^ Stufe in einem Gebiete (q+l)^^ Stufe giebt es keine 
Bedingungsgleichung (gemäss der Ausdehnungslehre von 1862 No. 88 und 
der von 1844 §. 50). Aber auch jene Bedingungsgleichungen lassen sich 
auf dem angedeuteten Wege finden. In der That wenn 

die oben angedeuteten Zahlbeziehungen sind, und man die Werthe von 
x,+,, ... Xg^, in f^Xifx+'^' + Xq^,fq^, einsetzt und nach den x ordnet, so 
erscheint f als Vielfachensumme von q Grössen, die keine der Grössen x 
mehr enthalten; das so bestimmte Gebiet q^^"^ Stufe, dem f angehört, wird 
dann dargestellt durch das combinatorische Product jener q Grössen, nämlich 

^[{fi + yuf<i^x^'-'+ysifq-^»)'-^fAy^<iU^x + '- + y.Jq^*)l Ais allgemeine 
Grösse q^^^ Stufe erscheint sie aber in der Form äi E, -f- äj IS, H — , wo E, , £2 
die Einheiten ^f^^ Stufe, d. h. (nach A. No. 77) die multiplicativen Combi- 
nationen aus den Einheiten /, , ... f^^, zur q^^^ Klasse sind. Wir denken 
uns dieselben wohlgeordnet =£1, £2, so dass also jEi = [/i/i.../'J ist. Setzt 
man nitn die entsprechenden zu diesen Einheiten ^f^^ gtufe gehörigen Coef- 
ficienten auf beiden Seiten gleich, so erhält man zuerst z^ ^ 1. Man wird 
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also die noch nicht homogenen Gleichungen durch ZufÜgung des Factors j»i 
homogen machen können. Femer ergiebt sich leicht, dass die qs unbe- 
kannten Grössen y sich unmittelbar durch je eine der Grössen a ausdrttcken, 
so dass man die verlangten Bedingungsgleichungen zwischen den s erhält 
Bezeichnet man allgemein die Anzahl der Combinationen ohne Wiederholung 

.p .2 .2 

aus a Elementen zur p^^ Klasse mit a, so ergeben sich q 9 Gleichungen, 

.3 .3 

deren Glieder Producte von je zwei der Grössen z, q s Gleichungen, deren 

Glieder Producte von je drei der Grössen «, u. s. w. endlich q s =9 Glei- 
chungen, deren Glieder Producte von je ^f der Grössen z sind. So z. B. 
erhält man, wenn eme Grösse zweiter Stufe in einem Gebiete vierter Stufe 
eine einfache Grösse (im Räume ein Linientheil) sein soll, nur E^e Be- 
dingungsgleichung, nämUch bei der oben festgesetzten Benemiung 

«1*6— Ä2«5 + «3«4 = 0, 

welche mit der aus der Liniengeometrie bekannten Bedingungsgleichung 
zusammenfällt 

Ich kehre jetzt zu den Flächengebilden zurück. Es ist gezeigt, dass 
die algebraischen Formen, besonders die im Räume, und die sie vertretenden 
algebraischen Producte von Punkten oder Ebenen als extensive Grössen 
aufgefasst und den Verknüpfungen dieser Grössen unterworfen werden 
können. Namentlich hebe ich jetzt die combinatorischen Producte derselben 
hervor. Unmittelbar aus dem Begriffe ergiebt sich, dass ein combinatorisches 
Product von m Grössen repräsentirt wird durch das aus diesen Grössen 
ableitbare Gebiet und einen durch die Beziehung zur Addition bedingten 
metrischen Werth, femer dass jenes Product dann und nur dann Null ist, 
wenn die m Factoren desselben in einer Zahlbeziehung zu einander stehen. 
Aus dieser Betrachtung ergiebt sich sogleich die Gleichung einer Fläche 

n^^^ Ordnung die durch v— 1 Punkte geht, wo ^ = sX 3 ^^ 

so wie die Gleichung einer Fläche «*«' Erlasse, die von y— 1 Ebenen be- 
rUhit wird. In der That sind 61, ... 6,_i im ersten Falle Punkte, deren 
Ute Potenzen in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen^ so ist die Fläche 
utor Ordnung durch diese Punkte bestimmt und ihre Gleichung ist 

[6r.6T...6;_i.x'] = 0. 
Dass sie eine Fläche n^^^ Ordnung darstellt, zeigt ihre Form unmittelbar, 
dass sie die Punkte 61. ..6^^, enthält, folgt sogleich; denn wird z. R'a: = 6i, 
so wird auch x** =3 67, also werden zwei der Factoren des combinatorischen 
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Productes gleich, also das combinatorische Product nach seinem ursprüng- 
lichen Begriffe Null. Aber diese Gleichung enthält auch die Lösung der 
Aufgabe in gewöhnlichen Coordinaten. Denn wenn 6, , ... e^ vier nicht in 
einer Ebene liegende Punkte und 

für r=l bis V— 1 sind, so erhält man jede der n^^^ Potenzen als Viel- 
fachensumme der multiplicativen Combinationen mit Wiederholung aus e,, 
62, 63, 64. Es seien £i, £2, ... Ey diese Combinationen und zwar in wohl- 
geordneter Reihe, so reducirt sich die linke Seite obiger Gleichung auf eine 
Vielfachensumme der combinatorischen Producte von Ei...Ey zn v Factoren. 
Setzt man [Ei£2--.iSJ = 1, so erhält man unmittelbar die verlangte Gleichung. 
Auch erhellt (nach Ausdehnungslehre von 1862 No. 24, von 1844 §. 20), 
dass man den v Einheiten E^...Ey auch v aus ihnen ableitbare Grössen^ die 
in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, namentlich auch v in keiner 
Zahlbeziehung zu einander stehende n^^ Potenzen von Punkten setzen und 
aus ihnen alle vf'^^ Potenzen von Punkten, also auch alle Flächen vf^^ Klasse 
ableiten kann. Endlich kann man statt 6; , ... fr^^i auch beliebige Flächen 
n^^ Klasse, a{"\ . . . a^ylx , die in keiner Zahlbeziehung zu einander stehen, 
einsetzen und erhält dann 

Es stellt also das combinatorische Product von v—X unabhängigen Flächen 
vl^'^^ Klasse eine Fläche «t®»' Ordnung dar. Diese sei a^"^, also 

[ai->.ö^->...a(,-Ji] = «^^ 
so wird 

[a(«)a:"] = 

die Gleichung dieser Fläche. In dieser kann man wieder statt a:" eine 
Fläche n^«r Klasse a^"^ setzen und erhält 

[a{"^ . ai"^ . . . a^l^ a^"^] = [«^"^ a^"^ und dies = 0, 

wenn a^*^ und a^*^ incident sind (vergl. Reye Ueber Systeme u. s. w. No. 21). 
Es mag an diesen Andeutungen genügen, um die Fruchtbarkeit der in der 
Ausdehnungslehre entwickelten Methoden auch für das von Herrn Reye neu 
eröffinete Forschungsgebiet nachzuweisen. 

Stettin, den 28. Juli 1877. 
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lieber algebraische Beziehungen zwischen Integralen 

verschiedener Differentialgleichungen. 

(Von Herrn Königsberger in Wien.) 



Del Z ein Integral der Differentialgleichung m^' Ordnung 

U-; r\^, «^ ^7 ^tj ... ^i^j - y)j 

in welcher das Zeichen f eine ganze Function der in ihr enthaltenen Grössen 
bedeuten soll, so wird es sich im Folgenden darum handeln, Methoden zur 
Feststellung der allgemeinen Form einer algebraischen Beziehung 

(2.) F{x, Z, Zi, Zj, ... Z^) = 

anzugeben, welche möglicherweise zwischen dem Integrale Z und einer Reihe 
von y andern Integralen 

der resp. Differentialgleichungen erster Ordnung 

(^y + 9>i (*, »1 » »» 1 - »r) (^) ' +•••+ Vx.-i («, *i , »2 , •" «,) ^ + «iP», (x, », , a, , ... »,) = 0, 

\di) +^*^^**M«2r-«v)(,^V +-+Z»^-i(a?,Äi,«2,...Äv)^ + /«^(aJ,«i,«2,...»,,) = 

stattfindet, in welchen die Functionen 

(Pt,{X, «,, Äj, ... «y), V'o(^^ *I7 *2i ... «v)) . . . Xa{^9 *17 «2» ... »r) 

rationale Functionen der Grössen x, «i, «2, ••• K bedeuten; vorausge- 
setzt wird, dass die Differentialgleichungen (3.) irreductibel sind, und 
dass femer die Grössen Zj , Z, , ... Z^ weder selbst algebraische Functionen 
von X sind noch zwischen diesen Grössen eine algebraische Beziehung be- 
steht, weil man sonst mit Hülfe einer solchen Relation eine der Z.-Grössen aus 
der Gleichung (2.) herausschaffen könnte und dann nur diese neue alge- 
braische Beziehung der folgenden Untersuchung zu Grunde zu legen hätte. 
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Differentiirt man die Gleichung (2.) m-mal nach einander, so dass 
sich die Gleichungen ergeben 

welche aus den Grössen Z^ Z| , Z2 , . . . Z^ und deren Differentialquotienten 
nach X bis zur m^^^ Ordnung genommen algebraisch zusammengesetzt sind, 
so wird man die m+l Grössen 

' dx' dx'' ' ' ' dx^ 

aus den fii+2 Gleichungen (1.), (2.) und (4.) eliminiren können und eine 
Differentialgleichung 

f^\ n(^ 77 7 ^^1 ^ ^'"^i ^^A - n 

erhalten, worin H eine ganze Function der in ihr enthaltenen Grössen be- 
deutet; und dieses in rationaler Form hergestellte Eliminationsresultat wird 
auch ersetzt werden können durch dasjenige, welches man erhält, wenn 
man vermittels Auflösung der Gleichung (2.) nach Z, in Bezug auf welche 
Variable sie vom x^^ Grade sein mag, 

/gN j Z = ü>i(a:, Zi,Z2, ...Z^), 

f Z = a>2 {Xy Zi , Z2 , • . . Zy), ... Z = cü^ (a?, Zi , Z? , ... Zy) 

ermittelt, der Reihe nach die Grössen 

dZ^ _ dmX^yZ^,..,Zy) d^Z __ d^(aX^yZ^,...Zy) drZ _ d"'wXx,Z^^...Zy) 

da? ~" dx ' dx* '^ dx* ? • • • ^m ~" ^l^an 

dZ _ d(a^(x,Z^j...Zy) d'^Z _ d"'ft»^ (x, Z^, .,. Zy) 

dx "^ dx ' ' ' * de"» ~" dx^ 

bildet und in die Gleichung (1.) einsetzt, woraus als zweite Form des 
Eliminationsresultates 

f( er in ix 7 7 Z\ dialx,Z,,...Zy) d'-ioX^,Z,.,..Zy) \ 

^^^ |Kx, ». cx,z„z„...z,), iife|p^, ... ■^-■(«^.,-^0 ) X 

/<x,<».(x,Z„Z.,...Z.), ■'■•-^"•^-^'> , ... '^''-(»^.■■■^•) ) = 
folgt 



(9.) 
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Denkt man sich nun aus den v Gleichungen (3.), wenn in die- 
selben Z|, Z,, ... Zy statt Äi, «2 7 ••• !iy gesetzt ist, den v(m— 1) Glei- 
chungen, welche aus diesen durch (w— l)-malige successive Differentiation 
nach X entstehen, und der Gleichung (5.) die rm Grössen 

rfZ, dZ, dZy d^ d%^ drZ, dT'Zy 

dx ' dx ' '' dx ' da?' ' • • • (tr* ' " • rfa?"* ' " ' ' Ar^ 

eliminirt, so wird sich eine algebraische Beziehung von der Form 

(8.) K{Xy Zi, Z2, ... Zy) = 

zwischen den Grössen Zi , Zj , ... Z,, ergeben, welche der oben gemachten 
Voraussetzung gemäss nicht bestehen darf, und es wird somit das Elimi- 
nationsresultat (8.) für alle beliebigen Werthe der Grössen Zi, Z,, ... Z^ 
erfüllt sein müssen. Aber auch diese eben ausgeführte Elimination und 
daher die in den Grössen Zi , Z2 , ... Z^ identische Gleichung kann anders 
dargestellt werden; berechnet man nämlich aus den Differentialgleichungen 
(2.) die Werthe 

-^ = All (^5 ^1? ^27 • • • ^v)7 -^ = Kl {py Zi, Z2, . . . Zy\ . . . —^ = Ä,,^ (a?, Zi, Zj, ... Zy), 
.) ( da;* ~ ^* ^^* ^*' Z2, . . . Zy), -^^ = Ä22 (^j Z|, Z2, . . . Zy), . . . -^j^ = h2M^{x^ Zj, Zj, ... Zy), 



-^ = Ayi (a:, Z|, Z2, . . . Zy), -^ = Ay2 {Xy Zi, Z2, . . . Zy\ . . . -^ = Kuyipy ^ij ^2f ••• Z^), 

hieraus durch successive Differentiation der einzelnen Gleichungen die ver- 
schiedenen Werthe flir 



d'Z. 


rf'Z, 


d*Z^ 
• • • dx* ' 


d'»Z, 
daf^ ' 


d"Z, 


d^Zr 

• • ■ dar- ' 



welche aus allen den Werthecombinationen der ersten Differentialquotienten 
zusammenzusetzen sind, und setzt diese Werthe in allen ihren Verbindungen 
in (5.) ein, so folgt, dass 

n HlXy Z|, Z^. . . . Zy y hia\Xj Zj, ... Zy), . . . hyg (Xy Zi, ... Zy)^ 

■•' ^ dAia(a;,Z„...Z..) dhyg(x,Z Zy) d"-%a(x,Z Z,.) d"'-'Ayg(x, Z„ ... Zy) ( ^ 

dx '"■ " dx '"• dx"-> '•" dx»-i i~" 
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för alle beliebigen Werthe von Z, , Z2 , ... Zy identisch befriedigt, oder 
dass in Folge der oben vorausgesetzten Irreductibilität der DiflFerential- 
gleichnngen (3.) flir eine beliebige Werthecombination von o, Ä . . . p 

H\x, Zi, ... Zy, hia {x, Zj, . . . Zy\ . . . hy^ {Xy Zi, . . . Z^), . . . 

^^^'^ ^ d^''hi^{x,Z,,...Zy) d"^-'K^{x,Z,,...Zy) ) _ ^ 

Ox^-i ? • • • dx"»-^ ' 

erfüllt sein muss, wenn statt Z,, Z,, ... Zy beliebige andere Grössen ge- 
setzt werden, oder dass endlich die Gleichung (5.) ebenfalls bestehen bleibt, 
wenn man statt Z, , Z,, ... Zy beliebige andere Integrale Z^, Z2, ... ZI 
der DiflFerentialgleichungen (3.) substituirt. Da aber die Gleichung (5.) nur 
eine andere Form des Eliminationsresultates als die durch (7.) dargestellte 
angiebt, so wird also auch die Beziehung bestehen 

f\XyWi[^x,rji^...£äy)j ^ 9 ••• j^ yA 

(12.) ( fy^^ ^ ^^' ^^' ••• "^^ dte ' • • ' dbf^ / ^ 

f(x w (x Z' Z'^ ^^>(^>^n--g^) d'-i^,(x,Z\,...Zy) \ _ ^ 

welche wiederum nichts anderes aussagt, als dass die Gleichung (1.) auch 
die durch den Ausdruck 

a3.) Z' = co„(a:, Zi, Zi, ... Z^) 

definirte Function zum Integral hat , wenn a einen der Indices 1 , 2, . . . x 
bedeutet. Da sich aber aus (13.) der Gleichung (2.) gemäss 

(14) F{x, z\ z;, z;, ... z;) = 

ergiebt, so folgt, 

dotöSy wenn zwischen den Integralen 

Zy Z, , Zj, ... Zy 

der Differentialgleichungen (1.) und (3.) ein algebraischer Zusammenhang (2.) 
stattfindet, und man setzt statt der Grössen Z^^ Z^j . . . Zy v beliebige andere 
Integrale des als irreductibel vorausgesetzten Systems von Differentialgleichungen 
(3.), so wird die algebraische Beziehung (2.) noch fortbestehen, wenn für Z ein 
bestimmtes anderes Integral Z' der Differentialgleichung (1.) gesetzt wird. 

Von diesem Satze wird man in vielen Fällen zur Feststellung der 
Form jener algebraischen Beziehung Gebrauch machen können. Drückt 
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maa näaliirk aaiere Luegnle de» Systems von Differentialgleichangen 
erater OdiVBg <^3li imrA die in der algebraiachen Beziehung (2.) 
Torkommendeii Itfegnie Z^ Z.. ... Z, und eine Reihe von willkttr- 

liefceii GrM«en s^. «;. ... ms». $o wird nach dem oben bewiesenen Satze 

d»^ algebrasehe Relackm 2. noch erfallt sein müssen, wenn für Zi , Z2 , . . . Z,, 
die eben bezeiehaeteii W»Ae tod «i* ...... s, für eine beliebige Wahl 

der Groüsea m^. au. ... gesetzt werden, ond wenn zugleich fttr Z ein an- 

defe:^ Li^fgrml der Düereadadgieichmg (1.) substituirt wird; bemerkt man 
wm. daw. wem iBaa die Ft»M dieses Integrales von (1.) durch Z und 
willkftrtielKf 6n>is9em aasaadrlckea im Stande ist, diese letzteren in jedem 
Falle bestunmfie FasctioBeii der wülkflrlichen Grössen mi, iHs, ... sein 
werdea« $0 steht laaa kickt eiiL dass sich eine Functionalgleichung mit den 
willkttriicheii GriJssi» w^. m^. . . . aad d^i variablen Grössen Zi, Z,, . . . Z»., 

welche jedei^ $y^»(eai particalirer Integrale vorstellen dfirfen, ergeben kann, aus 
der itt eatwicketa sihb winL in welcher Weise die Grössen Z^ Z,, Z2, . . . Z, 
in die al^hraische Beakhong eintreten. 

Stellen wir uns. am einige Anwendungen von dieser Methode zu 
luaoheiu suu&ch$t die Angabe, die nothwendige Form der algebraischen 
lte«iehuiig XU bestimmen, welche zwischen dem Integrale Z der Differential- 
y:Wichuug 

K-- £-) = «. 

in welohor f eine rationale Function bedeutet, und den Integralen 
ilor rv«^p. l >iftVivutialgleichungen 

utattttiulot, wouu wuHiorum /\, /i, ... fy rationale Functionen vorstellen. 
Soi iilot^o Hcxiohung 

F{xy Z, Zi, Z2, ... Z^) = 0, 
MO winl dloAi^lbo nach dem obigen Satze noch bestehen bleiben, wenn 

mIhII /m '/u* ••' ^» gesetzt werden, wenn nur statt Z ein anderes Integral 
1I11M KM(C<^li(ttiKim irroilurtibeln Factors der obigen Differentialgleichung, also 

niii liilMicml (lor Form 

Z + m 
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gesetzt wird, worin m eine von den willkttrlichen Grössen m,, nh^ ... m^ 
abhängige Constante sein wird; und diese Beziehung 

F{Xy Z-^-m, Zi + fiii, Z2+1112, . . . Zy-^-m,,) = 

wird für alle itti , ... m^ und alle Zi , ... Z,. stattfinden müssen. 

Nun folgt aber unmittelbar durch DifFerentüren dieser letzteren 

Beziehung nach Z^ und m^ , worin x einen der Indices 1 , 2 , . . . v vor- 
stellt, dass 



dF dZ . dF ^ 



und 



d(Z + m)dZ, ' ÖZ, 

dF dm 'dF ^ 



also 



ist und daher 



d(Z'\-m)dmx dm, 

dZ _ dm 
dZjt dm^ 



dZ _ 
dZ. "■ ^*^ 



worin a« eine Constante bedeutet Es ergiebt sich daraus unmittelbar, dass 

Z = aiZi + Ö222 + **'+öyZy4"&^ 
worin b eine algebraische Function von x bedeutet, und es hat somit, wenn 

y, yii ^2, . . . yr 

algebraische Functionen von x bezeichnen, die allgemeinste Beziehung 
zwischen .4Äe/schen Integralen die Form 

Afydx+A,fy,dx-\'--]rA^Jy,dx+B = 0, 

worin A, Ai, ... Ay Constanten und B eine algebraische Function von x 
bedeutet, eine Gleichung, von der ich bei der Untersuchung der allgemeinsten 
Beziehungen zwischen hyperelliptischen Integralen verschiedener Ordnungen 
ausging und die ich der Reduction des allgemeinen Transformationsproblems 
auf das rationale zu Grunde legte*). 

Es soll femer noch untersucht werden, ob eine algebraische Be- 



*) Dieses Journal Bd. 81, S. 193. 
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Ziehung zwischen Abekchen Integralen etwa noch die eindeutigen Um- 
kehrungsfunctionen solcher Integrale, wie die Exponentialfunctionen, die 
trigonometrischen Functionen, die elliptischen Functionen etc. enthal- 
ten kann. 

Angenommen es wäre in jener algebraischen Beziehung auch noch 
die transcendente Function 

? = e' 

enthalten, in welcher © eine algebraische Function von x bedeutet, und 
welche somit der Differentialgleichung 

ds dv 



= z 



dx dx 

genttgt, die vermöge der algebraischen Gleichung in e^ x^ « und -^ 

durch eine Differentialgleichung erster Ordnung von der Form (3.) ver- 
bindet, so wird die algebraische Beziehung 

weil jedem particulären Werthe ^ ein anderer Werth //^ entspricht, worin 
fi eine willkürliche Constante bedeutet, die Functionalgleichung 

F(x, Z+m, .aC, Z^, Z„ ... Z,) = 

liefern, welche durch successives Differentiiren nach ^ und fc die beiden 
Gleichungen liefert 

dF dZ ^ dF ^ 



dF dm . ^ dF ^ 



Da hieraus 



d(Z + fn) dfi ' * dfi^ 



y, dz dm 



folgt, so wird 

Z = P\og'C+Q 

sein, worin P eine Constante und Q eine von ^ unabhängige Grösse be- 
deutet, oder 

Z = Pv + Q, 

woraus folgt, dass e** in jener algebraischen Beziehung gar nicht vorkommen 
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kann ; wie Q aus Z^ , Z, , ... Z^ zusammengesetzt sein muss , ist oben ge- 
zeigt worden. 

Endlich mag noch die Frage aufgeworfen werden, ob in jener alge- 
braischen Relation zwischen Abel&chen Integralen etwa noch eine elliptische 
Function von der Form 

rj = sinam(w, ;f) 

enthalten sein kann, in welcher u eine algebraische Function von x be- 
deutet. Da diese Function der Differentialgleichung genügt 

welche wieder mit Hülfe der algebraischen Gleichung zwischen u und x 
in eine algebraische Differentialgleichung zwischen y und x transformirbar 
ist, femer zu jedem particulären Integrale 

t] = sin am (ii -h a), 

in welchem a eine Constante bedeutet, ein anderes Integral 

/r=sinam(w+c) = sinam(w-}- a+c — a) 

gehört, worin c eine willkürliche Constante ist, also, wenn 

sinam (c — a) = fz 
gesetzt wird. 



stets ebenfalls ein Integral für jeden beliebigen Werth von ^ ist, so wird 
die Functionalbeziehung 

F{Xf Z^ T]y Zi, Zj, ... Zy) = 
nach dem schon mehrfach benutzten Satze die algebraische Beziehung 

Fi., z+™, vmEEs:-^s+0imEm, z z.) = o 

nach sich ziehen. Die successive Differentiation nach t] nnd fi liefert die 
Gleichungen 

dF 6Z dF_ dß _ ^ 



ö(Z+»i) dri ' dH dv 

dF dm , ÖF dH „ 



d{Z + m) dfi ' oH dft 
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und daher 



dZ 


dm 


dv 


_ d(.. 


an 


ÖH' 



setzt man aber 



80 folgt 



drj dfi 



tj = smamr^ u = sinamtr^ 



dB __ ds\nsLxn(V'\-w) _ d8inam(o-ftt?) ^ ösinamt? 
dfj "~ dsinamo ~" dv ' dv 



_ ÖBiiiam(t? + tr) 1 

und ebenso 

dB ^ 98inam(ü-}-fr) 1 

SO dass die letzte oben erhaltene Gleichung die Form annimmt 



ni-v'){i-^W) = i?^^(l-/^^)(l-^^u^), 



und daher 

ÖZ g 



wird, worin g eine Constante bedeutet. Es ergiebt sich daraus unmittel- 
bar, dass 

Z=^gf- ß—-— + h = gu + h 

V >/(i-0 (1-^*1?') 

ist, worin Ä von rj unabhängig, und dass somit die elliptische Umkehrungs- 
function in jener algebraischen Verbindungsgleichung zwischen ^öe/schen 
Integralen nicht vorkommen kann. Es bedarf keiner weiteren Erläuterung, 
wie genau ebenso gefolgert wird*, dass überhaupt eindeutige Abehoh^ 
Functionen, deren Argumente algebraische Functionen der Variablen x sind, 
in einer algebraischen Verbindung mit -46e/schen Integralen nicht vor- 
kommen können, Folgerungen, die sich auch auf Grund wesentlich anderer 
Betrachtungen aus der Vieldeutigkeit der Integrale ableiten lassen. 

Die obigen Untersuchungen gestatten eine weitere Ausdehnung auf 
transcendente Beziehungen zwischen Integralen von Differentialgleichungen 
und eine Eintheilung der transcendenten Functionen selbst, auf die ich 
jedoch an dieser Stelle nicht eingehe. 
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Es mag am Schiasse dieser Notiz noch bemerkt werden, dass die 
bekannten Sätze von LiouviUe über die Form der Beziehungen, welche 
zwischen einem Integrale 

worin y eine algebraische Function von x bedeutet, algebraischen-, logarith- 
mischen- und Exponentialfunctionen bestehen, unmittelbar und zwar nur mit 
Hülfe des oben bewiesenen Satzes über den algebraischen Zusammenhang 
von Integralen von Diflferentialgleichungen und der zur Erkennung dieses 
Zusammenhanges aus jenem Satze fliessenden Methode hergeleitet werden 
können. 

Wien, im Juni 1877. 
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Extrait d'une lettre, concernant Fapplication des 

integrales abölieimes ä la göometrie des courbes planes, 

adressäe ä M. Hermite par M. Lindemann. 



• . . J e me suis beauconp occap6 de vos recherches sur leg courbes 
planes du genre p = 1 qui se trouvent expos6es dans votre memoire ins6r^ 
au tome 82 du Journal de M. BorchardL J'ai fini par g6n^raliser vos r6- 
sultats, en appliquant la m€me m^thode aux courbes d'un genre quelconque. 
Vous me permettrez, Monsieur, de vous expliquer, en peu de mots, la voie 
qui m'y a conduit. 

Vous faites usage, dans votre memoire, d'un th6or^me suivant lequel 
chaque fonction doublement p^riodique de x se repr6sente sous la forme 
d'une somme de plusieurs integrales Z{x) de seconde esp^ce. De m€me, 
je prends pour point de d^part un th^or^me, du k Roch, relatif aux inte- 
grales abeiiennes de seconde esp^ce. Je suppose que les coordonn^es x 
et y d'un point satisfont toujours k une ^quation alg^brique f{x, y) = 0, 
equation d'unc courbe d' ordre n et de genre p. Alors chaque fonction al- 
g^brique de x ot y qui devient infinie en m points de la courbe /" = est 
egale k une somme de m integrales abeiiennes de seconde esp^ce, attachees 
de la mani^re connue k la courbe proposee de genre p; les pöles de ces 
integrales sont respectivement les infinis mSmes de la fonction algebrique 
en question. Cette demi^re etant designee par l et Tintegrale normale de 
seconde esp^ce dont le pole se trouve au point a:, , y, de /" = , par Z. , 
OH a d'apr^s la proposition de Roch*): 

l = i^i+AiZi+AiZi-^ hA^Z„, 

ob Ich constantes A^^ Ai^ ... A^ sont essentiellement assujetties k remplir lesp 

«'.onditions 

^^^i{^iiyi) + A2fi{x2,y2) + '" + A,„yji{x^,yJ = 0, 

^y^2{x,^yt)+A2'ip2{x2,y2)+"'+A^tp2{x,„jyJ = 0, 
A%ixnyi) + ^%{x2,y2) + ''' + A^%{x„,,yJ = 0. 



'^) Voyez, par oxomple, mon Edition des legons de Clebsch, t\, p. 863. 



Tn9 



m 
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Dans ces relations j'ai pos^, pour abr^ger, 

dy dy 

les ^quations 

Vi{^, y) = 0, (P2ix, y) = 0, ... (jPp(a?, y) = 

repr^sentant les p courbes d'ordre »—3 qui passent par tous les d points 
donbles de la courbe /=0, de fagon que les p integrales normales de 
premi^re esp^ce soient donn^es par 

Cela pos^, j'enyisage les denx fonctions alg^briques de a; et y qne 
voici 

dont les constantes ^,, £, doivent satisfaire aux 2 p ^qnations 

ßiV^A(a?Myi) + -' + 5«V^A(a^n.,yJ = 0, -,,... P- 

Les denx quantit^s ^ et 17 satisfont 6videmment k nne ^qnation alg^- 
brique F(f , ^) = de Tordre m. Effeetivement, chaque ^quation lin^aire 

est satisfaite par m syst^mes de valenrs de §, t], son premier membre ^tant 
une fonction alg^brique de a; et y qui a m infinis, k savoir les m points 
a?i, y,. En vertn des relations (1.), la conrbe f(x, y) = d'ordre n se trouve 
done transform^e , par nne Substitution uniforme , en la courbe F(|, ^) = 
d'ordre m. Je vais d^montrer que ces deux courbes sonl du mime genre p. 

A cet effet, il s'agit de d^terminer le nombre des points donbles de 
la courbe F = 0. J'y arrive par une voie indirecte, en d^terminant d'abord 
la classe de la courbe F=0, c'est-k-dire le degr^ de sa polaire, comme 
vous Tavez fait pour le cas p = 1. 

Les coordonn^es des points de cette polaire sont 



Son degr^ se tronve donc 6gal aa nombre des points x, y de f{x, y) = 
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qni satisfont k la condition 

(2.) --«v+/?r+y(^'-i7r) = 0. 

Or je peux faire 

2 ^ P Sl^Mx,^)dx^ 



J (u. 



df ' 



/- 



en snpposant qne la droite 

(3.) u,x+v,y+l = 

tonche la coiirbe /=0 au point a:,, y, et que 12i'l2 = soit l'^uation d'ane 
conrbe d'ordre » — 2 qni passe par les d points doubles de / == et , en 
ontre, par les »—2 intersections simples de la droite (3.) avec la conrbe 
/ = 0. En prenant x comme variable ind6pendante, on pent donc poser 

^, __ SÜt^jx, y) ^ 9St^{x, y) j, 

' (u.^+t..y+i)^ (u.^+t..y+iMx,y) ^ 
/' ^tant la d&riy6e d'nne integrale qnelconqne de premi^re esp^ce, savoir 

3y 
Maintenant j'ai les relations 

Or le quotient Zj:/ a 2p infinis sitn^s sur la conrbe /=0, dont 2/i— 2 
Hont los intersections simples de la conrbe y = avec /=0, tandis qne 
les 2 HUtros so confondent avec le point Xi^ y.. De m€me, ce qnotient a 

2/1 z6ros, h savoir les 

ii(ii-2)-(ii-2)-2d = 2p 

liitcrHCiitlons simples de la conrbe i2ii2 = avec /=0, qn'il y a en ontre 
(IrK I» 2 HUtrcH intersections simples de ces denx conrbes par lesqnelles 
\^\\iKiKK^ Ky\\ \\\(S\\\\s tcmj)» la droite (3.). 

Mii iit^jcUjfoant le fuctenr J' dn premier membre de T^qnation (2.), 
rn inonibiT doviont donc infini ponr 2m+2p — 2 points de /=0, car la 
(niirllnii Zi <^Ht Iiifliiic du second ordre ponr le pole de Tint^grale Z,, et, 
iIhiin rcxprouHlon ii^i'^V^'f chaque fonction Z^ ne se trouve multipli^e qne 
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par des integrales Z^ dont les indices sont diff^rents de i. Par cons^quent, 
les z^ros de ee premier membre sont en m€me nombre. Ainsi la classe 
Ar de la courbe F = se trouve determm^e par 

k = 2m-|-2p-2. 

D'autre part, on a d'apr^s les formales de Plücker: 

k = 2m + 27i-2, 

en d^signant par n le genre de la courbe F = 0. II en r^sulte que n=r p. 
Notre d^monstration est done compl^te. 

Würzburg, 2juillet 1877. 
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Extrait d'une lettre de M. Hermite ä M. Lindemann. 



. . . Jjes formules que je crois d'une grande importance, par lesqnelles 
vous repr^sentez les coordonn^es d'une courbe d'ordre m et de genre p, ren- 
ferment-elles le nombre maximum de constantes arbitraires qn'elles com- 
portent, c'est-k-dire 

iiii(iii + 3)-[i(m-l)(m~2)-p] = Sm-l+p? 

Pour p = 0, les expressions des coordonn^es 6tant : 

. ß C 

oü A, By C repr^sentent des polynömes du i»»®™« degr^ en t, on peut d'abord, 

si Ton remplace cette variable par la fonction Unfaire ^ j^ , diminuer de 

trois unit^s, en disposant de «, ß, y, le nombre des eonstantes que con- 
tiennent ces formules. On peut encore dans les r^sultats de cette Substitution : 

supposer 6gal ä Tunit^ le coefficient de la puissance la plus ^lev^e de /, 
dans le d^nominateur %, par exemple; et ainsi le nombre des arbitraires 
se r^duit ä 

2(m+l) + i»-3 = 3iii-l. 
Pour p = 1, les formules 

§ = S,+A,Z{t^t,) + A,Z{t^t,) + -- + A„Z[t--Q, 
Tl = rio + B,Z{t-t,) + B,Z(t^t,) + '- + B^Z{t^Q 

mettent en dvidence, d'une part les r^sidus, ^i, A2...] ßi, B2... c'est-k-dire 
2(m— 1) eonstantes, k cause des conditions -2*^ = 0, -2*^ = 0, puis les 
quantit^s /i , /j , • • • 'm qu'il faut r^duire k w — 1 arbitraires , puisqu'on peut 
remplacer /, par <+<i, par exemple. Si Ton ajoute k ces eonstantes le 
module ainsi que ^„ et ?jo? on trouve bien en definitive le nombre 3m. 

Apr^s avoir appeld votre attention sur ce point, permettez - moi de 
vous dire, de quelle mani^re j'exprime qu'une courbe f{x, y) = admet J 
points doubles. Je consid^re k cet effet les relations 
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et j'observe i que le r^sultat de r^limination de x et y sera une ^quation 
en u: 77(ii) = dont les racines repr^senteront les diverses valeurs que 
prend fix, y), quand on y remplace x et y, par les Solutions des ^nations : 

-^ = 0, -J-- = 0. Par cons^quent le nombre des points doubles est doiin^ 

par le nombre des racines u qui sont Egales ä z^ro. Ceci pos^, nommons 
üy hy c, . , . k les coefficients de f{x, y) et supposons que le terme ind^- 
pendant des variables soit k. II est Evident que T^quation IT(u)=:0 se 
formera au moyen du discriminant relatif k l'^quation propos^e, en y 
rempla9ant k par Ar — f#, de sorte qu'en reprösentant ce discriminant par 
/7(ö, b,c,... &), on aura 

IT{u) = /7(ö, bf c, ... Ä— ii). 

Les conditions pour que la courbe /"(a?, y) = possMe d points doubles, 
peuvent done s'obtenir au moyen du discriminant, sous la forme suivante: 

'^""^^ d* ~^' "dF"' ••• dfc^-i -^- 
Paris, ISjuillet, 1877. 
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Extrait d'une seconde lettre, concernant Fapplication 

des integrales aböliennes ä la g6om6trie des courbes 

planes, adressöe ä M. Hermite par M. Lindemann. 



... V 08 beanx r^sultats au sujet des conditions pour qu'une courbe 
plane ait plnsieurs points donbles m'ont extrgmement mt^ress6. J'ai essay^ 
d'appliquer votre ingdnieuse m^thode aux cubiques planes; j'obtiens, je 
crois, Sans difficult^ les m^mes r^snltats qne Ton doit, k lenr ^gard, ä M. 
Gundelfinger. Cet exemple m'a fait remarquer que vos ^quations 

77- ft rf^^o ^^''"~0 

renferment, en m€me temps, les conditions pour l'existenee de S points 
doubles et pour Texistence d'autres singularit^s plus compliqn^es. Ainsi, 

r^quation ^ = doit 6tre satisfaite, ou bien si la conrbe /=0 a deux 

points doubles, ou bien si eile a un point de rebroussement. En effet, 
quand on remplace la droite ä Tinfini par une droite queleonque 

on a r^quation 

f{xij (Tj, Xa) — «i.r" = au lieu de A^^y)^«'- 
Supposons que f= soit une eubique plane. Son discriminant est 77= S^— 6T^ ; 

au lieu de T^quation -»: = 0, il faut consid^rer la suivante 



dk 



£-^ — ^i^k^h = 



en posant 

Or on a (v. les legons de Clebsch, p. 547, fonnule (14.) et p. 556, formule (30.)) 

Par cons^quent, la eubique a deux points doubles, si Ton a, quelle que 
soit la droite ©^. = 0, 

5'-2:->6TT = 



Lindemann, integrales ab^iennes appliquies ä la g^omHrie. 301 

ou bien, eu ^gard ä T^quation S^ = 6 T^, 

ST-T2 = 0, 
comme il est ^nonc^ par M. Gundelfinger. Or, cette relation est aussi satis- 
faite, si S = et 7=0, c'est-ä-dire , si la eonrbe /'=0 a un point de re- 
broussement — 

Vous avez bien voulu appeler mon attention sur la question du 
nombre maximum des eonstantes arbitraires d'une courbe F(§, ^) = dont 
les points sont repr^sent^s par 

V = Tjti+BiZi + B2Z2-] \-B^Z^, 

Cette question se r^sout, je crois, quand on suppose connu ce th^orfeme que 
le nombre des modules de la courbe /^O, dont d^pendent les integrales 
Z,, est 6gal k 3p — 3, p ^tant le genre de /'=0. En effet, d'apr^s le tMo- 
r^me de Rocky j'ai 2p relations entre les quantit^s -4, et B^. II n'y en 
a donc que 2m --2p qui restent arbitraires. Si Von y ajoute les 3p— 3 
modules des integrales Z.^ leurs m infinis et les eonstantes lo, tjo, le nombre 
total des indetermin^es de la courbe F = devient bien ^gal ä 

2m-2p + 3p-3 + w+2 = 3m+p-l = iiii(m + 3)-rf. 

Mais ä cette occasion, voici une remarque; on peut supposer que ce 
nombre 3m + p— 1 soit obtenu par des consid^rations gdometriques. Alors le 
raisonnement pr^cedent donne une voie assez rapide pour parvenir au nombre 
3p — 3 des modules de la courbe f=^Q^ r^sultat dont toutes les d^mon- 
strations donn^es jusqu'ici me semblent bien compliqu^es. Ce raisonne- 
ment ne s'applique pas aux cas p = et p = 1 , car alors on peut r^duire 
le nombre des arbitraires par les proc^d^s que vous mentionnez dans votre 
lettre. — 

J'esp^re ne pas vous fatiguer, Monsieur, en vous communiquant 
encore une d^monstration du principe de correspondance, du ä MM. Cayley 
et Brill; car c'est encore le theor^me de Roch et votre m^thode d'en faire 
usage pour des probl^mes alg^briques, qui m'ont foumi les moyens d'achever 
cette d^monstration. 

Je vais consid^rer une fonction rationnelle / de a:, y qui a m = a+y 
z^ros et autant dinfinis, en supposant que les coordonn^es x, y soient tou- 
jours assujetties k une relation alg^brique f{x^ y) = 0, ^quation d'une courbe 
de genre p. En appliquant les memes notations dont je me suis servi 
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dans ma premi^re lettre, j'ai 

(1.) l = K + AiZi{x,y) + A2Z2{x,y) + ''' + A^Z^{x,y). 
Les constantes Ai satisfont, d'apr^s le th^or^me de Roch, aux p relations: 

(2.) A,^tli^^ + A,^^!^^ = 

A = 1, 2, . . . p. 

Je suppose maintenant qu'il y ait y z^ros de la fonction k gitu^ 
infimment pr^s d'un point donn^ Xy y', de sorte que Ton ait 

i,, + j;AZ,{x\y') = 0, 

j;Ak{x\y') = 0, 
(3.) j; 

j;A,Z<r'Kx\y') = 0, 

oü ZP^ d^signe la k^^^^ d^riv^e de Z, par rapport k la variable ind^pen- 
dante. En vertu de ces y relations et des p relations (2.), y+p des qaan- 
tit^s Ai se d^terminent en fonctioiis des autres m—p et des fonctions 
ZP^(a:', y'). L'^quation X==0 ^tablit donc une d^pendance qui fait corre- 
spondre k chaque point x\ y\ a=^m—y points x, y distincts du point 
x', y' et, en outre, y points qui se confondent avec x', y\ D'apr^s la 
signification convenue e'est une correspondance (a, ß)y dans laquelle je vais 
d^terminer d'abord le nombre ß, nombre des points x', y' qui, r6ci- 
proquement, correspondent k un point x, y; ensuite je eonsid^rerai le 
nombre des coineidences. 

En calculant y+p des quantit^s -4, (i4i, A2...Ay^p par exemple) k 
l'aide des ^quations (2.) et (3.), vous les trouvez sous forme de certains 
d^terminants. Le nombre des z^ros de ehaeun d'eux, regardö comme fonction 
de X, y, doit £tre ^gal au nombre de ses infinis; il se d^termine donc de 
la mani^re suivante. 

Dans le d^nominateur d'une fonction Zp^ {x, y), vous trouvez le facteur 

(^) lequel est ^gal k 

J' d^signant, comme pr^c^demment, la d^riv^e d'une integrale / de premi^re 
esp^ce. Consid^rons maintenant, au lieu des fonctions Zp^^ les fonctions 

H?\x,y).r = Z^\x,y). 



Lindemann, integrales abiliennes appliquees ä la g^om^trie. 303 

La fonction Hl^^{x^y) est infiiiie de Tordre k aux 2p— 2 z^ros de <p{x,y) 
qui ne se r^unissent pas aux points doubles de / = ; et eile a un infini 
de Tordre & + 1 au point a:. , y, . Si Ton n^glige les faeteurs /* des premiers 
membres des ^quations (3.), celles-ci deviennent 

^^•^ i JSA,Hj'\x', y') = 0, & = 1, 2, . . , y-1. 

En caleulant maintenant les quantit^s -4,, -^j, ... Ay^^ au moyen 
des relations (2.) et (4.), vous obtiendrez des expressions Unfaires de plu- 
sieurs produits de fonetions Z, et -ff/*\ Le plus grand uombre de telles 
fonctions qui se trouvent r^unies en un mßme produit est ^gal ä y. Ces 
expressions deviennent done infinies, par rapport aux 2p — 2 z^ros simples 
de (p (a?, y) , de la m6me mani^re que la fonction 

elles sont, par eonsdquent, infinies de Tordre 

1+2+3 + .. . + (y~l) = i/Cy-l) 

en chaeun de ces 2p— 2 points. En outre, chacune de ces expressions a 
m infinis de Vordre y, savoir les points jr,, y^. En somme, les infinis d'une 
des quantit^s A^^ ... A^^^ sont au nombre de 

iy(y~l)(2p-2)+my = y«+y(y-"l)p+y. 

II s'en suit que les z^ros des y+p quantit^s Ai dont il s'agit, sont en m€me 
nombre. Par cons^quent, la fonction l, consider^e comme fonction de x\ y^ 
en vertu des ^quations (3.), devient nulle en 

y« + y(y— l)p + y 

points. Or il est ais^ de voir que y ^^ ^^^ points se confondent avec le 
point x^ y (voir, par exemple, les „le^cms de Clebsch,^^ p. 443). Donc, le 
nombre ß des points x, y' qui correspondent ä un point a:, y et qui sont 
distincts de ce point, se ti'ouve 6gal k 

(0.) /3 = y[a + (y-l)p] = y[m-l + (y-l)(p-l)l. 

H est ddjä fix^ par les nombres a et y, r^sultat que j'ai prouv6 d'une 
autre mani^re dans mon Edition des le§ons de Clebsch (p. 735). 

Le nombre des coincidences de la correspondance (a, ß)y, ainsi 
d^finie, s'obtient maintenant, quand on ajoute aux y+p ^quations (1.) et (4.) 
l'equation 

(6.) A,my\x\y')^'A,myKx\y') + '- + A„^H!y\x\y') = 0. 
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En ^limüiant le» y-rp quantites Ai. ... Ay^p, on trouve pour r^sultant un 
d^terminant doiit on d^termine le nombre des z^ros de la mSme mani^re 
que nons venons de trouver le nombre ß. En e£fet, ce d^terminant a an 
infini d'ordre 

l+2+3-f--.+y = ^y(y+l) 

en chaque z^ro simple de (pix^tf), et il a pour infini d' ordre y+1 chacun 
des points x,, y^. Le nombre total de ses infinis et, par cons^quent, de ses 
z^ros devient done ^gal k 

ly(y+l)(2p-2)+fü(y+l) = (y+l)[m+y(p-l)] 

= a+ß+2rp, 

r^snltat qui s'accorde bien avec la formale Stabile par MM. Cayley et BriU. 

Ce raisonnement ne s'appliqae pas immMiatement aax cas oü la 
coarbe 1=^0 qai d^termine les points x, tf, correspondant k x, y\ se dö- 
compose en plasiears coarbes , toachant la coarbe / = en x'y y' par des 
contacts de divers ordres. Alors le nombre ß n'est plus d6termin^ par la 
formale (5.); mais avec quelques l^g^res modifications , on obtient tou- 
jours la valeur a+/?+2y/> comme nombre des coincidences , y 6tant 
maintenant le nombre total des z^ros de la fonction l qui se confondent 
avec le point x', y\ 

Pour le cas y = 1 , ces procM^s sont tout-k-fait analogues k ceux 
que j'ai pris la libert^ de vous communiquer dans ma premi^re lettre. 
EfFectivement, la classe de la courbe transform^e F{§, ^) = doit 6tre ^gale 
au nombre des courbes du faisceau 

l + *i? = 
qui touohent la courbe /= 0. L'^quation (6.) est remplac^e maintenant par 

?+kri = 0. 
Le nombre cherohi est donc bien 6gal au nombre des z^ros ou des infinis 
de la fonction ^t{-n? (v. P- 296). 

WUraburg, 19 juillet 1877. 
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lieber das elektrodynamische Grundgesetz. 

(Von Herrn H. Lorberg in Strassburg.) 



§. 1. Einleitung. 

Im 82. Bande dieses Journals leitet Herr Clausius ein neues Grund- 
gesetz für die gegenseitige Wirkung zweier bewegten Elektricitätstheilehen 
ab, indem er zuerst die allgemeine Form für den Ausdruck dieser Kraft 
aufstellt, falls derselbe nur die ersten und zweiten Diflferentialquotienten der 
Coordinaten nach der Zeit, erstere bis zum zweiten, letztere im ersten Grade 
enthalten soll, und die darin vorkommenden unbestimmten Functionen der 
Entfernungen durch gewisse, flir geschlossene Ströme geltende Erfahrungs- 
thatsachen und durch das Prinzip der Energie bestimmt. Bezeichnet man 

mit -TT einen Differentialquotienten nach der Zeit, welcher sich nur auf 

die Bewegung des ersten ElektricitÄtstheilchens e bezieht, mit -^ dasselbe 

flir das zweite Elektricitätstheilehen e\ und setzt die a? - Componente der 
von e' auf e ausgeübten elektrodynamischen Kraft =ec'X, so lässt sich 
das Clamim^che Gesetz folgendermaassen ausdrucken: 

dl 

k "^ r dd'(r^) ifcr ^ 4- ^' V* ^u ^ r^'*^ 

(a.) * - ~ 2"~5^^^rfp — ''^'W^-dr)\T~drJ+'^y'^rJ^ 

wo R eine unbestimmte Function von r ist. Herr Clausius leitet dieses 
Gesetz unter der Annahme ab, dass in einem Stromelement sich gleiche 
Mengen positiver und negativer Elektricität befinden, dass aber nur die po- 
sitive Elektricität strömt, während die negative mit dem Leiter fest ver- 
bunden ist; indessen bemerkt er, dass man genau dasselbe Resultat erhalte, 
wenn man annimmt, dass beide Elektricitäten mit beliebigen, entgegen- 
gesetzten Geschwindigkeiten sti-ömen, — was aber, wie die folgende Unter- 
suchung zeigen wird, nur in dem Falle richtig ist. wenn diese Geschwindig- 
keiten nicht gleich sind — ; und in den Anwendungen, welche er später 
von seinem Gesetz gemacht hat*), legt er auch diese allgemeinere An- 
schauung zu Gninde. Auf einige auffällige Abweichungen dieser Folge- 



*) Pogg. Ann., Neue Folge, Bd. 1. 
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ruiigen von der bisherigen, aus dem WeberBchen oder HelmhoUz&chen Gesetz 
abgeleiteten Theorie möchte ich zunächst aufmerksam machen. 

Bezeichnet man mit r und — «i die Strömungsgeschwindigkeit der po- 
sitiven und negativen Elektricität in dem Leiterelement ds, mit r' und — ri 

8 8' 

dasselbe für das Leiterelement ds', ferner mit -^ und -^ Differential- 
quotienten, welche sich auf die Bewegung der Leiterelemente ds und ds' 
beziehen, mit h und h' die in der Längeneinheit der zwei Leiter befindlichen 
Mengen positiver (oder negativer) Elektricität, so dass e = hds, e' = h'ds', 

die Stromintensitäten J=A — ^~^? J' = A'-^-^y^ giu^^ gQ jj^t man für die 
Theilchen +e, +e' zu setzen 



dt ds ' dt ^ dt ds' ' dt ^ 

und indem man ftlr die negative Elektricität nur r und i?' mit — i^i und 
— ri, h und h' mit — ä und — A' vertauscht, erhält man aus (a.) fllr die 
Summe der von der positiven und negativen Elektricität in ds' auf die 
positive Elektricität in ds ausgeübten Kräfte, wenn beide Leiterelemente 
sich bewegen und ihre Intensität ändern, folgenden Ausdruck, worin 

'^"" x' ' xV (fa' ■*■ rfxcb' '' ^ dx dt '^ r dt ^ dx dt '^ ^ 

gesetzt ist, und wo x die Constante des H^cierschen Grundgesetzes bezeichnet : 



X|:e',+« = """7^^^^ 






(6.) 




5a;' . dip I 






In der Summe der auf die positive und negative Elektricität in ds aus- 
geübten Kräfte bleibt nur das erste der vier Glieder dieses Ausdrucks übrig ; 
dasselbe giebt also die ponderomotorische Kraft des Stromelements ds' auf 
ds an; die Resultirende dieser ponderomotorischen Kräfte ist auf ds 
senkrecht In der nach ds gerichteten Componente der Kräfte Jf, Y, Z 
fällt mithin das erste Glied weg, die Summe der drei andern giebt folglich 
die nach ds gerichtete, auf die positive und negative Elektricität von ds in 
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entgegengesetztem Sinne wirkende, d. h. die elektromotorische Kraft an. 
Auffällig in dem Ausdruck dieser elektromotorischen Kraft ist zunächst 

das Glied (r'^ — r i^) ^ ; dasselbe drückt nämlich eine elektromotorische Kraft 

aus, welche ein ruhender und constanter Strom «' auf einen andern ruhen- 
den Strom ausübt, und welche proportional mit c'(r'^— i?i^) = 2J'£fo'(r'— rj), 
also nicht lediglich proportional mit f ist; auch kann dieses Glied für 
einen ungeschlossenen Strom «' durch keine Bestimmung der Function R 
zum Verschwinden gebracht werden, da dann auch das letzte, mit 

^ dt -^ ^"^-dT 

multiplicirte Glied wegfallen, mithin keine elektromotorische Kraft durch 
Intensitätsänderung entstehen würde. Nur die Annahme f?' = ri bringt das 
dritte Glied zum Verschwinden; allein unter dieser Annahme ist, wie ich 
im folgenden Paragraphen zeigen werde, das C/aum^sche Gesetz nicht das 
einzig mögliche. 

Eine andere, von dieser Annahme unabhängige Consequenz des 
Claus%us9^(i\itn Gesetzes ist die folgende. Denken wir uns die zwei Strom- 
leiter unveränderlich mit einander verbunden und so in beliebiger Weise 
durch Verschiebung nach einer bestimmten Richtung und Drehung um die 

ö^r Sr 

Coordinatenaxen bewegt, so haben wir in (6.) -jr=^^-j[ zu setzen; da 

femer -^=="i^("^)7 ^^ erhalten wir aus (6.), wenn der Strom V 

geschlossen ist, für die durch diese Bewegung entstehende Kraft, welche, 
da sie auf die positive und negative Elektricität in entgegengesetztem Sinne 
wirkt, eine elektromotorische ist, 

17 2 ,, I I ^\ 8r' ^7 d /*V\ I ., 2 ,, d C^rdW', 

(c.) E^ = ^eJj [ä^^-ä^ä^{-är)\^ ---V^'^diJ -d^'-dt^^ 

Die von diesen Kräften an dem Leiter s bei der Strömung geleistete Arbeit 
ist also 



c) ^ = l^^4/l^4f *']! 



WO []i die Differenz der Werthe des Integrals an den beiden Enden des 
Leiters s bezeichnet. Hiemach würde ein geschlossener (oder auch unge- 
schlossener) Strom in einem ungeschlossenen Leiter bei einer solchen Be- 

39* 
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wegung beider, bei welcher sich, ihre relative Lage und ihr relativer Be- 
wegxingszuBtaud nicht ändert, einen inducirten Strom hervorrufen; in einem 
Körper z. B., in welchem elektrische Strömungen — die ja an der Ober- 
fläche endigen können — stattfinden, würde durch eine beliebige Bewegung 
des Körpers nach (c.) in jedem Punkt eine elektromotorische Kraft erzeugt 
und mithin der elektrische Zustand des Körpers verändert werden. Denken 
wir uns einen kreisförmigen, von einem Strom durchflossenen Draht s' vom 
Radius ()' (oder auch einen Linearmagneten) mit einer Winkelgeschwindigkeit 
y um seine Axe gedreht und den einen Theil L einer geschlossenen Leitung 
an der Axe befestigt und mit dieser gedreht, während der andere Theil L 
ruht, so entsteht an dem letzteren keine elektromotorische Kraft; denn in- 
dem wir -^ = 0, -^^TQ'-jj setzen, erhalten wir aus (6.) 



'—^^J[wi-i^]^'=^'^ 



■ (e.) E 

dagegen entsteht in dem Leitertheil L und mithin in der ganzen geschlossenen 
Leitung ein Strom, für welchen nach (d.) die bei der Strömung geleistete Arbeit 

ist, wo der Werth des Integrals sich auf den beweglichen Endpunkt von L 
bezieht Derselbe Strom entsteht auch, wenn sich L allein dreht; denn in 

diesem Falle haben wir in (6.) -37 = 0, ~Ji = ^y9^ zu setzen, und er- 
halten 



•^«^ \_* ds ds" "^ dids" dg' J 



A, = ^ JJ' rtf'J J I 4^^-i^rkr^ \dsds' 



Allerdings ist dieser unter dem Namen des „PfecArerschen'* in letzter Zeit 
mehrfach besprochene Versuch, von welchem Weber% „unipolare Induction" 
einen speciellen Fall bildet, nicht geeignet, eine experimentelle Entscheidung 
zwischen dem Cfottfitftrschen und dem fVeierschen Gesetz herbeizufuhren, 
so lange man nur den in der Leitung inducirten Gesammtstrom beobachtet; 
denn nach dem W^efterschen Grundgesetz entsteht ein durch genau dieselbe 
Gleichung {f.) ausgedrückter Strom, und zwar sowohl wenn der Leitertheil L 
allein, als auch wenn L und «' gemeinschaftlich gedreht werden ; der Unter- 
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schied liegt nur darin, dass im letzteren Falle nach dem Weber^chen Gesetz 
der Strom nicht durch Induction an i, sondern an V entsteht, nach dem 
Clausius^cYien Gesetz dagegen beide Male durch Induction an L Eine Ent- 
scheidung Hesse sich nur durch Untersuchung der Vorgänge in den einzelnen 
Leitertheilen L und V selbst gewinnen, oder durch Untersuchung der Strö- 
mung in einem nicht linearen Leiter, in welchem die Drehung eines Kreis- 
stromes oder Linearmagneten um seine Axe nach dem Weber^chen Gesetz 
eine durch die Gleichung (c.) ausgedrückte oder gar keine elektromotorische 
Kraft hervorruft, je nachdem der Körper ruht oder sich mitdreht, während 
es nach dem Clausius^chen Gesetz, den Gleichungen (c.) und (e.) zufolge, 
gerade umgekehrt ist. 

Eine nähere Untersuchung ergiebt nämlich Folgendes: Wenn eine 
Stromspirale oder ein Linearmagnet (d. h. ein Magnet, welcher näherungs- 
weise durch eine geradlinige Reihe magnetischer Moleküle mit zusammen- 
fallender Axenrichtung ersetzt werden kann) sich mit constanter Geschwindig- 
keit um seine Axe dreht, so findet nach dem Weber^chen Gesetz in einem 
ruhenden Körper im stationären Zustand eine Entwickelung von freier Elek- 
tricität im Innern und an der Oberfläche Statt, nach dem Clausius^chen Ge- 
setz dagegen, der Gleichung (e.) zufolge, gar keine Wirkung : eine Conse- 
quenz, welche sich experimentell prüfen lassen muss. Wenn femer ein 
beliebiger geschlossener Strom oder ein Magnet mit einem körperlichen 
Leiter fest verbunden ist und mit diesem zugleich um eine beliebige Axe 
gedreht wird, so würde nach dem Clausius^chen Gesetz in dem dabei noth- 
wendig mit der Zeit eintretenden stationären Zustand im Innern und an der 
Oberfläche des Leiters eine Entwickelung von freier Elektricität stattfinden, 
mithin auch ein Magnet selbst durch blosse Drehung um eine beliebige 
Axe elektrisirt werden: eine Folgerung, welche auch ohne vorherige Con- 
trole durch das Experiment geeignet erscheint, gegründete Bedenken gegen 
die Richtigkeit des Clausins^chen Gesetzes zu erwecken. Allerdings hat kürzlich 
Herr Riecke*) dieselbe Folgerung aus einer Theorie gezogen, welcher er 
das von Herrn Weber aufgestellte „Grundgesetz der Magnetinduction" zu 
Grunde zu legen behauptet, ohne indess a. a. 0. eine solche Ableitung zu 
geben; ich glaube aber**) nachgewiesen zu haben, dass die Formeln des 

*) „Zur Theorie der unipolaren Induction und der P/wc/cerschen Versuche". 
Pogg. Ann., neue Folge, Bd. I. 

**) „lieber Magnetinduction und über einige Folgerungen aus dem ClausiusHcben 
Orundgesetz der Elektrodynamik''. Pogg. Ann. Ergänzungsoand VIII. 
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Herrn Riecke dem Weber^chen Grundgesetz widersprechen, sowie sie sich 
auch, soweit mir bekannt ist, auf kein von Herrn Weber etwa unabhängig 
von seinem elektrodynamischen Grundgesetz aufgestelltes „Grundgesetz der 
Magnetinduction'^ stützen können. Ich will die erwähnten Resultate im 
Nachstehenden kurz ableiten. 

Es sei s' ein geschlossener Strom von der Intensität /, welcher sich 
um eine feste Axe dreht; die Geschwindigkeits-Componenten eines Punktes 
{x\f/',ss') desselben nach den Coordinatenaxen seien 

die Geschwindigkeits-Componenten eines mit demselben fest verbunden ge- 

Sx 
dachten Leiterpunktes (a;, y, ss) sind da»n -^r- = /?» — yjf etc. , und es ist 

'^+-yr = 0. Ferner seien die über den ganzen Strom ausgedehnten 
Integrale 

Die elektromotorische Kraft des Stromes s' auf die im Punkt x befindliche 
positive Elektricitätseinheit ist dann nach dem W^eierschen Gesetz 

y _ 4 ,,rr y /i dr dr \ d / i dr 3V \1 >r 

^'^x'Jldt^Tds'dxy dx\r ds» dt Jj^' 

folglich ftti- einen um seine Axe gedrehten Kreissti-om, wo das erste Glied 
verschwindet, 

* "" dx' 

Wird also eine Stromspirale mit der constanten Winkelgeschwindigkeit 
y um ihre Axe, welche wir zur »-Axe nehmen, gedreht ^ so ist fllr eine 
einzelne Windung vom Kadius ß,, nnd der Coordinate » = »o der Werth von 
F in einem Punkt mit den Coordinaten Ä= ix^-^-y^^ » 
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wenn F^ nnd E^ die vollständigen elliptischen Integrale erster und zweiter 
Gattung vom Modul 



■" 2Ä,Ä 

bedeuten. Für einen unendlich kleinen Strom oder ein magnetisches 
Molekül von dem (in elektromagnetischem Mass gemessenen) Moment M, 
dessen Axe der 2-Axe parallel ist, wird 

dl d- 

folglich, wenn das Molekül auf der z - Axe im Punkt » = C liegt und sich 
mit der Winkelgeschwindigkeit y um dieselbe dreht, 




(5-.) F^-i^Mr\x^+y^t==^^Mr^^^-^Mr^, 

mithin fllr einen auf der »-Axe zwischen S = S<) nnd C = Ci liegenden 
Linearmagneten, wenn wir die Menge nordmagnetischen Fluidums eines 
Moleküls mit ,a bezeichnen, also M=^ ,udZ setzen. 

Es befinde sich nun in der Nähe des sich drehenden Magneten ein ruhender 
körperlicher Leiter ; es wird dann in demselben ein stationärer Zustand ein- 
treten, in welchem die Stromdichtigkeiten nach den Coordinatenaxen u, r, w 
sowie die Dichtigkeiten 8 , e der im Innern und auf der Oberfläche ver- 
breiteten freien Elektricität blosse Functionen der Coordinaten sind; da dann 
die inneren Ströme keine elektromotorische Kraft ausüben, so gehen die 
bekannten ÄÜrcAAojfschen Gleichungen in folgende über, wenn £2 das Po- 
tential der freien Elektricität, k die Leitungsfilhigkeit, dN das Element der 
nach Innen gerichteten Normale der Oberfläche und X, fi, v ihre Winkel 
mit den Axen bedeuten und 

n+F = H 

gesetzt wird: 

^^•^ 2Ä "" dx^ 2k'' dy ' 2k " dz ' 

/rk \ du , de , dw ^^ -i . • n 

(D.) "d^ + "rf" + ~rf~ ~ ^' iicosX + DCOS.a + frcosv = 0. 
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dB 

Daraas folgt JB=t). ^ = 0: ans der ersteren dieser Gleichungen ergiebt 

sich, wenn dr da* Volamelement. da das Oberflächenelement des Körpers 
bezeichnet - 

-/[(^)V(f)V(^;>=-»-/[(«)V(f)V(f)>, 

dH 

folglich, da ^=0 ist. H=vowt = 0, da für F = auch i2 = sein 
rnnss: mithin 

(E. i2=-F, ii = e=io = 0. 

Daraus folgt dann mittelst (B^".) 

I i f da dsi.^_ < r^^ I ^^'\ 

*m^ dS dS ^^ 4M\dN^ dN y' 

wo i^ ^^n im äusiseren Raum stattfindenden Werth von S2 bezeichnet, 
welcher ;^ioh in bekannter Weise ans dem im Innern stattfindenden Werth 
S2= —F ergebt. Um das Vorstehende auf ein möglichst einfaches Beispiel 
anxuwendou« wollen wir den Leiter als eine Kugel vom Radius a und den 
liuearma^ieien auf der Verlängerung eines Durchmessers derselben an- 
nehmen und II tUr alle Punkte des Magneten als constant voraussetzen. 
Kilhrvu wir rolÄnHH>niinaten e, 9, y ein und bezeichnen mit P'Ccos*) die 
Kujsvltuuoriou Ä-*^ Onluung* so ist der dem Ende Ci entsprechende Werth 
\ou Si 

t\»ljiU»'h dio dur\»h doii ganzen Magneten auf der Oberfläche entwickelte 
oloktmoho Diohtigkoit, wenn wir m„ = «, setzen, 

»3 /.". ^,r(i.-1) (2». + <) /< In 
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und die ElektricitätBmenge der ganzen Kugelfläche 

Für Ci = oo, -y- =z X wird hieraach an dem dem Pol zunächstliegenden 
Punkt der Kugel 

Nach dem Clausius&chen Gesetz dagegen würde gar keine Wirkung auf 
den Leiter stattfinden. 

Um die zweite der oben erwähnten Consequenzen des Clausius^chen 
Gesetzes zu entwickeln, denken wir uns einen beliebigen geschlossenen 
Strom s\ welcher mit einem körperlichen Leiter fest verbunden ist und mit 
diesem um eine im Raum feste Axe gedreht wird ; derselbe übt dann nach 
dem Clausius^chen Gesetz nach Gleichung (c.) in dem Punkt x des Leiters 
eine elektromotorische Kraft aus 

*"" X« "^ dxJ T ds' dt ^ '^ dx' 
wo F den durch die Gleichung (A.) gegebenen Werth hat; oder 

wenn die Drehung im entgegengesetzten Sinne wie bei dem vorigen Ver- 
such geschieht. Ersetzen wir den Strom durch ein magnetisches Molekül 
vom Moment M, dessen Axe der Drehungsaxe, welche wir wieder zur 
J5-Axe nehmen, parallel ist und von derselben den Abstand Ä,, hat, so wird 
nach {B\) 

1 




V-^+'*'>-ä^/- 



dx ^ dy 

Für einen körperlichen Magneten, welcher in einem Volumelement rfr,, eine 
Anzahl gdtit magnetischer Moleküle enthält, deren Axen sämmtlich der 
Ä-Axe parallel sind, ist also in einer Entfernung R von dieser Axe 



Während für einen auf der Drehungsaxe liegenden Linearmagneten F durch 
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die Gleichung (Ä/") bestimmt ist. Bei dem vorliegenden Problem können 
wir nun offenbar die bisher als unbeweglich betrachteten Coordinatenaxen 
auch als mit dem gedrehten Körper fest verbunden annehmen ; im stationären 
Zustand sind dann u, f>, u>, b, e blosse Functionen der Coordinaten, von 
denen die drei ersteren den Gleichungen (D.) genügen. Um die elektro- 
motorische Kraft zu berechnen, welche die in einem Volumelement rfr' 
stattfindenden Strömungen «', r', tr' in einem Punkt x des Leiters ausüben, 
wollen wir zuerst die zwei letzten Glieder des Ausdrucks (6.) betrachten. 

Multipliciren wir dieselben mit jI7 = *' wnd beachten die Gleichungen 

rfC^rp _ d(h!t>\) ^ df^ 
ds' "" ds' '^ dt ^ 

so ergiebt sich 

= 2^[(t>'-r;)Jr] + 2/'f'; 

da nun der zweiten der Gleichungen (D.) zufolge sämmtliche Stromcurven 

geschlossen sind, so fällt durch Integration über eine Stromcurve das erste 

dJ* 
dieser zwei Glieder fort ; ebenso das zweite wegen -j7 = 0. Die übrigen 

Glieder, mit e'^h'ds* multiplicirt , lassen sich unter Berücksichtigung der 
Gleichungen 

folgendermaassen schreiben : 



^JLl'A^'l \ r ör f 

"■ x' "^ ^ [ * dxds' dt '^ d^ 



^-^J'äs'\^-^^^-^^-t 



= i-^'* L*^ \"*^ "^7 ^J' 



Bezeichnen wir also die resnltirende Stromdichtigkeit mit &', setzen 
J*ds' = &'dr' nnd beachten die Gleichung 






dt' das' dy* ds 



I 1 
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80 wird die von dem ganzen Körper ansgellbte elekti'omotorische Kraft 



E, 






-^A«'^^^'^-^-'^>' 



Nun ist aber den Gleichungen (D.) zufolge, wenn da' ein Element der 
Oberfläche bezeichnet, 

Jy* da^^ J^ J l dx' ^ dy' ^ dz' ^\dx' ^ dy' ^ dz' U^^ 

= — /^(ti'cosil + r'co8.a + ir'cosy)rf(j'— /y (^ + -^rfT' = 0; 
E, erhält also die Form 

Setzen wir also 

so wird der elektrische Zustand des Körpers wieder durch die Gleichungen 
(C.) und (D.) bestimmt, aus denen H = const. =0, ti = f? = fr = 0, mithin 
auch ö = folgt. Es ergiebt sich also eine durch die Gleichung (£.) be- 
stimmte Ansammlung freier Elektricität im Innern und an der Oberfläche 
des Leiters. Für einen mit der Drehungsaxe zusammenfallenden Linear- 
magneten gelten mithin wieder die Gleichungen (F.) und (ö.); fllr einen 
körperlichen Magneten haben wir nach Gleichung (/.) 

Lassen wir den Leiter mit dem Magneten zusammenfallen, so haben 
wir nach Gleichung (/.) 

woraus 

Der Magnet sei z. B. ein um seine Axe, die «-Axe, sich drehender Cylinder 
von der Länge 2C und dem Radius /{,,, dessen Mittelpunkt im Coordinaten- 

40* 
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anfang liegt; nehmen wir qM fUr alle Punkte des Magneten als constaut 
an und bezeichnen mit «/"(a?) und K''{x) die £e««e/sche Function erster Art 
und diejenige zweiter Art, welche flir a? = oc verschwindet, also zwei par- 
ticuläre Integrale der Differentialgleichung 



dx 

so ergiebt sich aus (L.) 



5^+i^-(^" +'>=«. 



I Ä • 1/ 

' II 



«v.) 



\n. = -_8^,««.,/- AM«^«ÄK..(«.)eta;,„„„,^, 





woraus 

4/2 



»X 
*» y ^ -mm w^ i 

B = 



y^ilf ß,, / K' {R,,f>)r{Rt) sin ^t? cosw dt>. 



nx 



(0.) i^e = -^^-rqMR,f'^[J"{v)K\v) 

+ J' (r) /f' (f?)] sin(~- f?) co8(-^- f?)rfr. 

Wenn man auch die Annahme, dass nicht blos die relative, sondern 
auch die absolute Bewegung zweier Elektricitätstheilchen, etwa gegen den 
umgebenden Aether, eine Kraft zwischen ihnen hervorrufen könne*), nicht 
von vornherein verwerfen kann, so macht doch namentlich die letzte der 
im Vorhergehenden entwickelten und — abgesehen von etwaigen praktischen 
Schwierigkeiten — einer experimentellen Prüfung zugänglichen Folgerungen 
jene Annahme nicht eben wahrschehilich ; jedenfalls würde bei einer der- 
artigen Mitwirkung des Raumes die Kraft nur scheinbar von den beiden 
Elektiicitätstheilchen selbst ausgehen, und das Gesetz hätte, sofern es von 
den dabei eigentlich wirksamen Kräften keine Rechenschaft giebt, etwas 
Unbefriedigendes; auch die von Herrn Clausius bei Ableitung seines Ge- 
setzes gemachte Anwendung des Princips der P^nergie scheint nur dann 



*) Herr Clausius spricht diesen fundamentalen Gegensatz seines Gesetzes gegen 
die bisherigen Annahmen in einer dasselbe betreffenden Notiz {Pogg. Ann. Bd. 157) 
folgendermaassen aus: „Ich habe nämlich nicht blos die relative Bewegung der beiden 
Elektricitätstheilchen, sondern auch ihre absoluten Bewegungen in Betracht gezogen^'. 
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hinreichend gereelitfertigt, wenn keine Zufuhr von Energie von aussen 
stattfindet 

Jedenfalls scheint es mir nicht ohne Interesse zu sein, den frucht- 
baren Gedanken des Herrn Clausius unter der bisher üblich gewesenen An- 
nahme durchzuführen, dass die zwischen zwei Elektricitätstheilchen wirkende 
Kraft; nur von ihrer relativen Lage und Bewegung abhängt, dass sie sich 
also so verhält, als ob sie lediglich durch diese zwei Theilchen bedingt 
wäre. Dabei habe ich es zugleich vermieden, über die Geschwindigkeiten 
der zwei entgegengesetzten Elektricitäten von vom herein eine bestimmte 
Annahme zu machen; die Untersuchung wird ergeben, dass nur die An- 
nahme entgegengesetzt - gleicher Geschwindigkeiten der beiden Elektricitäten 
mit dem eben erwähnten Princip vereinbar ist. Einen Einwurf gegen dieses 
Resultat wird man aus den Erscheinungen der Elektrolyse schwerlich her- 
leiten können, da alle Erfahrungsthatsachen, auf welche sich die vorliegende 
wie die bisherigen Ableitungen des elektrodynamischen Gesetzes gründet, 
sich auf Ströme in metallischen Leitern beziehen. Eine Untersuchung des 
Gegenstandes nach dieser Seite hin dürfte um so eher gerechtfertigt sein, 
als die Ansicht des Herrn Clausius, dass die Vorstellung zweier strömenden 
Elektricitäten eine complicirtere sei als die einer strömenden und einer mit 
den ponderabeln Molekülen fest verbundenen, schwerlich viele Anhänger 
finden wird; so lange man ein so ganz verschiedenes Verhalten der beiden 
Elektricitäten, die man doch nun einmal beide nöthig hat, nicht durch eine 
bestimmte Hypothese über die Natur der elektrischen Vorgänge erklären 
kann, wird man sich immer zu der Vorstellung eines Doppelstroms als der 
naturgemässem , weil die galvanischen Ströme mit den Erscheinungen der 
statischen Elektricität verbindenden, gedrängt sehen. 

Ich gehe von der Form aus, welche, wie Herr Clausius gezeigt hat, 
der Ausdruck für die von einem Elektricitätstheilchen e' mit den Coor- 
dinaten {x\ y\ ä') auf ein Elektricitätstheilchen e mit den Coordinaten 
(a?, y, z) ausgeübte elektrodynamische Kraft nothwendig haben muss, wemi 
sie blos die ersten und zweiten zeitlichen Differential quotienten der Coor- 
dinaten, und zwar die ersteren bis zum zweiten, die letzteren im ersten 

Grade enthalten soll; danach ist nämlich, wenn ^- sich auf die Bewegung 

d' 
des Theilchens e, -rr auf die von e bezieht, die x-Componente der er- 
wähnten Kraft 
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ee'dl = ee'(3ci+dc2+dCi)^ 



^ „ dr dd'r^ . „ dr dx^ ^ „ d'r dx ^ drf'[E(a?- j?')] 

Die vorläufig unbestimmten Functionen B, Ä, , ... der Entfernung r der 
zwei Theilchen bestimme ich durch folgende Sätze, von denen die drei 
ersten, im Wesentlichen auch von Herrn Clausius benutzten, Erfahrongs- 
thatsachen ausdrücken, während der vierte das oben erwähnte Princip 
ausspricht. 

1) Ein ruhender und constanter, geschlossener Strom übt auf ein 
ruhendes Elektricitätstheilchen keine Kraft aus. 

2) Für die ponderabeln Kräfte zweier geschlossenen Ströme gilt 
das Ampäre^mhe Gesetz, wonach die bei einer beliebigen Bewegung des 
einen Stroms von diesen Kräften an demselben geleistete Arbeit gleich der 
negativen Aenderung des Potentials der beiden Ströme 

4 „, /-/-l dV 



p = ±.jrff±^dsds' 

x' y.^ r dsds' 



ist, WO X die Constante des FTcierschen Grundgesetzes bedeutet 

3) Für die durch Bewegung und Intensitätsänderung auftretende 
elektromotorische Kraft eines geschlossenen Stromes auf einen andern gilt 
das Neumanmche Gesetz, wonach die von dieser Kraft an dem Strom bei 
der Strömungsbewegung geleistete Arbeit gleich der durch die Bewegung 
und Intensitätsänderung eintretenden Aenderung des Potentials der zwei 
Ströme ist. 

4) Bei einer gemeinschaftlichen Bewegung zweier Stromelemente 
ist die zwischen ihnen wirkende Kraft dieselbe, als wenn sie ruhen. (Mit 
dem Ausdruck „gemeinschaftliche Bewegung'' bezeichne ich der Kürze 
halber eine solche Bewegung zweier Körper, bei welcher sich dieselben 
als ein unveränderlich verbundenes System bewegen.) 
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§. 2. Anwendung der Sätze 1) und 2). 
Wir nehmen an, dass in einem Stromelement ds sich die positive 
Elektricitätsmenge e = hds mit der (für alle Stromelemente gleichen) Ge- 
schwindigkeit V, die negative — e mit der Geschwindigkeit — ri bewegt; 
h!, x>\ — ri bezeichne dasselbe für das Stromelement ds\ und die Strom- 
intensitäten seien definirt durch die Gleichungen 

Werden beide Stromelemente bewegt und ändern ihre Intensität, und be- 
zeichnen -T- und -TT die zeitlichen Differentialquotienten in Beziehung auf 

die Bewegung von ds und ä', so haben wir für die Theilchen +e, +c' 

zu setzen 

d d ^ S d^ , d , 3' 



* rf» ' d/ ' dt ds' ' dt^ 

d:__dt^±.2d^ d/«x a« 

dt' ^ dt ds'^^ ds' ^^^ds Vdr/""" A^' 



wodurch sich für die Summe der zwei Kräfte, welche die Elektricitätsmengen 
+ e' und — c' des Stromelements ds' auf die Menge +e des Stromelements 
ds ausüben, aus (1.) ergiebt 

Hiernach ist die Kraft eines rahenden und constanten, geschlossenen 
Stroms s' auf ein ruhendes Elektricitätstheilchen e 
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+ ,.._.;,/|(i,.+C.-^)*^+(.-x')[(ci-f)(ty+(^]!*-, 

und da nach Satz 1) diese beiden Inte^ale für einen ganz beliebigen 
Stromdraht einzeln = sein müssen, so mnss man haben 

(3.) C4 = 
und entweder 

(4^) r' = r; 
oder 

(4\) Cs = ^-Ä5, Cfi=^, C, = 0. 

Herr Clatmus sieht sich zu den Annahmen (4\) genöthigt, da er rl = vor- 
aussetzt; es wird sich in §. 4 ergeben, da»s dieselben dem Satz 4) wider- 
sprechen. 

Nach (2.) ist femer die ponderomotorische Kraft eines geschlossenen 
Stromes s' auf ds 

g 

also die Arbeit an dem geschlossenen Strom s bei einer durch -^ charak- 
terisirten Bewegung desselben , da ^ ^ H — ~ "" * ^ (^1 ) ^®'' 

Nach Satz 2) soll nun 
seiu; nun ist aber 

1 S / d'r' \ ^ d' /Sr\ d /1 ddr^\ r dSr* 



r dAdsd»'^ ~ r dsds'\dt ^ d^\r dtdi) 

~ d$'\r didiJ ds \ di dlf^ dsdV dl ' 



dtf dtdt 
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folglich 



(50 xr=>jJi-^^+2r^/-**' 







SP 

Die Gleichung ^ + ^ = geht also über in 

(«.) =//[(K, + l^-^)^ + (r-|,(^)+^) **]$**•. 

Nun hat Herr Neumatm *) folgenden Satz bewiesen : „Sollen zwei 
Functionen tp, y/ von r so beschaffen sein, dass das ttber zwei starre Curven 
von beliebiger Gestalt und beliebiger Bewegung ausgedehnte Integral 

ist, so müssen (p und \p identisch verschwinden". Hiemach folgt aus (a.) 

2 d / E.\ 6 



woraus 






(6.) JE? = — i— 5- , Ei = — T" ä~ ' 



§. 3. Anwendung des Satzes 3). 
Bezeichnet man mit X und Hx die sich aus (2.) ergebenden Kräfte 

auf +e und -e, so kann man 3£= --%~^^ T~^' ^* ~ — ~2 "i"" 

setzen, es ist also — ^^— *- die ponderomotorische, — s—^ die elektromoto- 
rische Klraft auf das Theilchen -\-e. Hiemach ist die elektromotorische 
Kraft auf die positive ElektricitÄt in ds gleich eh'ds'E^^ wo E^ durch die Glei- 
chung (2.) gegeben ist, wenn man darin r durch — ^^ ersetzt; also, wenn 

man C^ = ~ , £3 = -^ setzt und die Gleichungen (3.) und (6.) beilick- 
sichtigt, 



*) Abhandlungen der Egl. Sachs. Ges. der Wissenschaften. 1873. pag. 440. 
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+i;^K^-d^+^-d^-dF)-dr+^'^^-^y-dir-dr+ ) 

, v—v. ( dr d*r* , » dr dx'\ , , , ,.r/ dB« ■ c i /^^ 

+(,t'6 — dTA dTld?'^ +*^^' dx J+ v'-f »; dt ^^♦+«^)-5r 



dr dx' 



d«' d^ 



Berücksichtigt man die Gleichungen 

dx da! 
IT'dF 

and setzt 



_ dV ^ifl, _ , d /3'r'\ 

■^ » d»d*" d» d< ^ ^ d$\ dt )^ 



SO erhält man aus (7.) flir die darch eh' dividirte elektromotorische Kraft 
eines geschlossenen Stroms s' nach d» 

F dr d /S'r*\ r,. ^ . ^. dV 



dtdi" 



O^rr <<g» ^dr dr-\8'r 2 f dV ^ ^ dr dr \ br 

-^^\y^ dr ) d» d»» J d< "•" xV k djdi* "^^ d» d»»/ * 



' ^<''+'')(B.+c;)^lU'. 



2(w' + i?;) rf/ ^ * ' ""^ dsds 

Beachtet man nun, dass 

ir jrf^/JV^N _ d fF dr' 8'r'\ r dV ^/ dF x dr drl^r 
^<to'(feV*/""*(fevr(fe' d// L^(fad»'"^'^V dr ^^dsdtfJdt^ 

80 erhält man flir die von diesen Kräften an dem geschlossenen Strom # 
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bei der Strömung geleistete Arbeit 

A = {p + f>,)hh'jyEdsds' 



-^•'f^ft+c;)^**'. 



Nach Satz 3) soll nun 



^ ~ dl^ dt ^ X dl 



sein, d. h. nach (5.) 

nach dem in §. 2 erwähnten iVmmaititschen Satze muss man also haben 



also 



femer 



also 



X r ' 



(9., C, = _^ + _^,; 

• 



dr ' » " *• ~ xV" 



(10.) Ca = ^{-F+r^-2r^-^). 
Endlich muss noch entweder r'— 1\ = 0, oder 

sein, welche letztere Gleichung aber durch die Gleichungen (9.) und (10.) 
schon erfallt ist. 

§. 4. ÄDwendung des Satzes 4). 
Das poDderomotorische und elektromotorische Elementargesetz. 

Die zwei Stromdrähte mögen eine gemeinschaftliche Bewegung haben, bei 
welcher jeder Punkt sich nach den Coordinatenaxen mit denselben Geschwin- 
digkeiten ^, Tjy C, deren Resultirende ^ sei, verschiebt und sich zugleich 

41* 
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um die Coordinatenaxen mit denselben WinkelgeBch¥nndigkeiten a, ß, y 

dreht. Wir haben also zu setzen 

« • t 



dt 



• • • 



dr 8'r da dr u , ,^ , ß , , >s , r / > »^ 

ir = ~"Ä= d^dä+y^**-y*)+T(**-«*)+T(^*-^>• 
Durch die Gleichung Jr = — JV and die Gleichangen (9.), (10.) und (a.) 
des §• 3 geht der von dieser Bewegung abhängige Theil von E, nach (7.) 
über in 

E. _ d r/g dB, dE 2 \ dr Sr . ,«, , pv dx Safl 

/'11^ / \p''^4.(f ^ dF \ dr dr ■] 3'r dr Saf dC, / daf iaf x 

- rfT + di r »^-d^ "dT + ^ ^' V rfF "Ä" + • • VJ ' 

wo der eingeklammerte Ausdruck der ersten Zeile mit S bezeichnet ist 
Mithin ist die Summe der elektromotorischen Kräfte nach d», welche der 
geschlossene Strom s' auf einen ungeschlossenen Strom s ausUbt, 

WO []J die Differenz der Werthe an den beiden Endpunkten des Stromes s 
bedeutet. Nach Satz 4) soll dieser Ausdruck = sein , folglich muss das 
vorstehende Integral in einem beliebigen Punkt (a?, y, «) und für eine be- 
liebige Gestalt und Bewegung des Drahtes s verschwinden; also, wenn 
man z. B. demselben blos eine Drehung um die x-Axe giebt, nach (a.) 

.A-£^W-».')*'+2/<S(.'«-,'^>' = 0. 

Da diese Gleichung unabhängig von y und z stattfinden muss, so muss 
jedes der Integrale 

(ilv sich = sein, was, da die zu integrirenden Functionen keine Differential- 
quotienten nach s' sind, nur möglich ist, wenn F=C7 = ist Diese Glei- 
r.hungen in Verbindung mit (9.) und (10.) geben 
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Da die dritte dieser Gleichungen mit der einen der Gleichungen (4^), 
nämlich 

C =^ = ^^- * 



^'^ dr " dr^ xV« 

in Widerspruch steht, so folgt, dass die Gleichung (4**.) stattfinden muss, 
d. h. dass man die Geschwindigkeiten der beiden entgegengesetzten Elektri^ 
citäten in einem Strom ab gleich und entgegengesetzt annehmen muss. 

Wir wollen jetzt den Satz 4) auch auf zwei Strometemente anwenden. 
Nach diesem Satz muss, der Gleichung (11.) zufolge, 

02) ir [(2 ^ + f - ^)r-£ ^ + (£+ £.) ^ + 2ft^J = 

sein. Nehmen wir das Element ds als im Coordinatenanfang befindlich an 
und lassen beide Elemente sich um die Coordinatenaxen drehen, so ist 

-^ = -^ = 0, es muss also -^ (B^ -^^ = sein, d. h. 

was unabhängig von ß und y nicht möglich ist, wenn nicht 

(13.) A4 = 
ist, wodurch die Gleichungen (6.) übergehen in 

(14.) Ä5 = 0, C,= ^, C6 = ^^, C, = 0. 

Lassen wir ferner die zwei Stromelemente sich um die a?-Axe drehen, 
so ist ^a? = 0, die Gleichung (12.) geht also über in 

KdE 2 \ dr drl rf f/ dJB 2 \ dr , , fxl /x 

-dF-li^>'d^-dr\=''di^lK-Är''l^^ 



ds' 



mithin, da dies unabhängig von y und z stattfinden muss, 

-^-i^ = ^' folglich auch ^{E + E,) = 0, 
also 

(15.) E = f-, E3 = i^ = -f- = ^-^. 

^ ^ x'r ^ ^ dr dr x V 

Durch die Gleichungen (3.), (5.), (6.), (13.), (14.), (15.) sind nun 
sämmtliche in den Ausdrücken (1.) fUr HU und X3 enthaltenen Functionen 
mit Ausnahme von B^ bestimmt^ und diese Ausdrücke gehen über in 
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** x' I 2r*' dx dl* "*" r* d/ rf/ r* "Ä' W rfP'V r ^J 

2 dr r^ dd'r dr d'r 



x'r' dx 






Mßf nt* ivt* 

Bezeichnen wir mit -rr- =■ -j — \- -tt- den ganzen Diflferentialquotienten von 
r bezüglich der Bewegung beider Elektricitätstheilchen, 80 wird 

rt PV CDr\^ /„ d'V /«frVV.o/^ ddfr dr <Pr\ , /^ d*r /dr\^\ 

und wir erhalten nach (1.) die ganze Kraft von e' auf e = ce'X, wo 



(10 






|-(^3^) + i?^+B.-^+i?, 



dr rfx 



dt V dx / ' dt ^ * d/* ' ' d< d/ 

Das er8te Glied dieses Ausdrucks von 3£ ist das Weber^che Grund- 
gesetz; von den Gliedeni von fJ kommen in der ^umme der zwei Kräfte, 
welche von der positiven und negativen Elektricität eines Stromelemente ds' 
ausgeübt werden, alle mit Ausnahme des ersten zweimal mit entgegen- 
gesetztem Zeichen vor und fallen daher aus dieser Summe fort Aus dem 
ersten Gliede von U aber entspringt eine von der Bewegung und Inten- 
sitätsänderung unabhängige elektromotorische Kraft eines ungeschlossenen 
Stroms s' auf ein Stromelement ds oder ein ruhendes Elektricitätstheilchen 
e, nämlich 

wo []] die Differenz der Werthe an den zwei Endpunkten des Stroms s' 
bezeichnet; oder wenn wir mit e die Menge freier positiver Elektricität 

d^ 

(IC.) K, = e[^B,^l 
Kr besteht also aus zwei von den Stromenden ausgehenden und nach ihrer 



an den Enden bezeichnen, also J* = \ — rr setzen. 
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Verbindungslinie mit dem Elektricitätstheilchen e gerichteten Kräften. Ob 
eine solche elektromotorische Kraft eines ruhenden Stromendes auf ein 
ruhendes Elektricitätstheilchen, welche von der elektrostatischen Scheidungs- 
kraft der an dem Stromende aufgehäuften freien Elektricität e' verschieden 

ist, d. h. welche nicht dem jedesmaligen veränderlichen Werth von e', 

d^ 
sondern der Geschwindigkeit seiner Aenderung -r- proportional ist, wirk- ' 

lieh existirt, scheint durch die bisherigen Erfahrungen noch nicht mit 
Sicherheit entschieden werden zu können; eine ähnliche ponderomotorische 
Kraft eines Stromendes, welche sich aus der Helmholtz&ehen Potentialtheorie 
ergiebt, ist durch, auf Veranlassung des Herrn Helmholtz selbst ausgeführte 
Versuche *) als nicht vorhanden nachgewiesen worden. Uebrigens werde 
ich im folgenden Paragraphen zeigen, dass, wenn die elektrodynamische 
Kraft zweier Elektricitätstheilchen dem Princip der Energie genttgen soll, 
£3 = sein muss. 

Hiernach hat die bisherige Untersuchung zu dem Resultat geführt, 
dass unter den in §. 1 gemachten Voraussetzungen die ponderomotorische 
und elektromotorische Wirkung zweier Stromelemente — abgesehen von einer 
etwa vorhandenen, durch die Gleichung (16.) bestimmten elektromotorischen 
Kraft eines Stromendes — nothwendig nach dem Weberschen Grundgesetz 
erfolgen muss. 

§. 5. BestimmuDg der in V enthaltenen Functionen. 
Das elektrodynamische Grundgesetz. 

Obwohl die Grösse U — mit Ausnahme des eben besprochenen 
ersten Gliedes — auf die Erscheinungen an galvanischen Strömen keinen 
Einfluss hat, so will ich doch die darin vorkommenden Functionen durch 
zwei Neben- Annahmen bestimmen, welche mir allerdings nicht denselben 
Grad von Sicherheit zu haben scheinen, wie die bisher benutzten. Zunächst 
will ich nach dem Vorgange des Herrn Clausius den Satz anwenden, dass 
eine ruhende Eleklricitätsmenge auf einen ruhenden und constanten, ge- 
schlossenen Strom keine ponderomotorische und elektromotorische Kraft ausübt. 
Nach Gleichung (1.) ist die Kraft einer ruhenden Elektricitätsmenge e auf 

die positive Elektricitätsmenge e des Stromelements ds, indem man -. = t? -jt 



*) Schiller, Pogg. Ann. 159. — Helmholtz, Monatsberichte der Berliner Akademie, 
Juli 1874. 
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setzt, 

(17.) 3e, = ,[B^ + C *-(x-x')]+.-[B,$+i>. *-:S- 

+ (x-x')(C,^ + C(-J-)*+<i)], 
also die pouderomotorische Kraft 

Die von diesen Kräften an dem geschlossenen Strom s bei einer durch 
-^, -^, -^ charakterisirten Bewegung geleistete Arbeit ist also 

Nimmt man nun zunächst eine parallele Verschiebung des Stroms j nach 
der iT-Axe, setzt also -^ = ^, -^ = --?- = 0, so wird 

und wenn dies für einen beliebigen Strom = sein soll, so muss man haben 

C-4?- = 0. 

dr 

Nimmt man femer eine Drehung des Stroms um die a?-Axe, setzt also 
nach §. 4, (a.) -£- = 0, -^ = - az, -^ = «y, so wird nach (a.) 

und wenn dies für einen beliebigen Strom =0 sein soll, so muss Ä = 
Mein. Man erhält also 

(18.) ß = C = 0. 

Die elektromotorische Kraft ist der mit r^ multiplicirte Theil in (17.), 
die Hiimme ihrer ('omponenten nach ds ist also 

und ivcnn (li(*M für einen beliebigen geschlossenen Strom =0 sein soll, so 



dr dx 
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muss man haben 

(WO <^ = 4r'^'^- 

Vermöge der Gleichungen (18.) und (19.) wird, wenn man 

<-iÄr=". (■^)"+-=''' 

setzt, 

Zur Bestimmung der hierin noch übrigbleibenden Functionen will ich mit 
Herrn Claueius das Princip der Energie anwenden, nach welchem die Arbeit 
Adt, welche bei der Bewegung der zwei Elektricitätstheilchen von den 
zwischen ihnen wirkenden Kräften während der Zeit dt geleistet wird, ein 
auf beide Bewegungen bezügliches Differential nach der Zeit, also 

rf/ "^ d* "" * 

sein muss. Der erste Theil von 3£ in (I.), das Webersche Grundgesetz, 
genügt bekanntlich dieser Bedingung, für denselben ist nämlich 

^ X* V r dt* r'\dtJ/\dx dl ^ ^ dx' dl ^ ) 
~ X* V r dl r* K dt J ) dt ~ X* dt l r \ dt J }' 

Der von dem ersten Gliede von U herrührende Theil der Arbeit ist 

rf' /„ rfr N . d /„ (iVs ^ ddfK 



dt 



(«.-S^)+T(ft^) = 2^. 



wenn 5, = -j— gesetzt wird. 

Der von dem zweiten Gliede von U herrührende Theil der Arbeit ist 

d'r 



dt 



= t-^K-^)'+(^)')]-«(-^+T)^ 

Das dritte Glied von U giebt 

-*f-(T+^)c'+''')- 
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Das letzte Glied von U giebt 

Hiemach muss folgender Ausdruck ein totaler Differentialquotient nach t sein : 

DF „ dd'K „f dr , rf'r \ ddfr , dM r/ dr V «fr / d'r V är 1 

= ^-^'' -^i.w+-dr)iiF-^-dFlK-w)-w+^-dr)^\ 



dt 



-i^(-^+-^)(''+'")+(«.+'<^)(T''+^'-). 



j 3 dr dr d'r , dr . . 

oder, da -3r = o-^, -sr = '-lF '"• 

"^ ^i^'di^'didF^^ih^^~d^J~dr'^^''dr'dr.\' 

Da aber weder dieser Ausdruck noch irgend eines seiner Glieder ein 
Differentialquotient nach t sein kann, da er in den Grössen r, e' von 

höherem als dem ersten Grade ist, aber nicht —j— und — jr- enthält, so 

' dt . dt ' 

mtissen seine einzelnen Glieder identisch = sein, also 

d'K dr dr dK d'r _ 
dr' ds ds' "^ dr dsds' " ' 

woraus -j- = 0, d. h. A3 = folgt ; femer 

(Äf ^'r dM dr dr\dr dB, dr _ 

\ dsds' ^ 2 dr ds ds' / ds' ^ ^ c/r ds "" ^' 

/ ;■, dV , dM dr dr \ dr dB, dr _ ^ 

^ ~dsd^'^^ dr ds 'dFJlh'^^ dr ds' "" ' 

Aus den zwei letzten Gleichungen folgt 

- = 0, Ji— _ + i— ---—. = 0, also B, = M = 0. 



dr ' dsds' ^ dr ds ds 

Wir haben also folgende Gleichungen 

(21.) B,=^B, = M= B^+rC, = 0, 
wodurch der Werth von U übergeht in 

(22.) U = B,[.^^-^(i^)\-)]. 
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Um schliesslich noch B2 zu bestimmen, kann man das Princip 4) 
auf zwei in einem bewegten Leiter ruhende Elektricitätstheilchen e, e' an- 
wenden; dieselben können dann keine andere als die elektrostatische Kraft 
auf einander ausüben, es muss also U=0 sein, was, da der Ausdruck (22.) 
nur die Bewegung des Theilchens e enthält, nicht anders möglich ist, als 
wenn Ä2 = ist. Dadurch erhalten wir schliesslich 

(23.) U = 0. 

Ich will noch bemerken, dass die Anwendung des Satzes 4) auf 
zwei Elektricitätstheilchen genügt, um zu zeigen, dass sämmtliche in dem 
Ausdruck U der Gleichung (1.) vorkommenden Functionen verschwinden 
müssen, mit Ausnahme von C3 , dessen Verschwinden dann aus dem Princip 
der Energie folgt. 

Das Resultat der Untersuchung ist also folgendes: Atis den in §. 1 
aufgestellten Haupt -Voraussetzungen folgte dass die ponderomotorische und 
elektromotorische Wirkung zweier Stromelemente — abgesehen foon einer 
etwaigen elektromotorischen Kraft eines Stromendes — nach dem Weherschen 
Grundgesetz erfolgen muss, sowie dass in einem galvanischen Strom beide 
Elektricitäten mit entgegengesetzt gleicher Geschwindigkeit ßiessen; und mit 
Zuhiilfenahme der im gegenwärtigen Paragraphen gemachten Neben-Annahmen 
ergiebt sich das Webersche Grundgesetz als das allein mögliche, 

Strassburg i. Eis., Juli 1877. 



Berichtigung. 

Der in der letzten Zeile pag. 309 und in den vier ersten Zeilen pag. 310 ent- 
haltene Passus ist in folgender Weise abzuändern: 

ich glaube aber nachgewiesen zu haben, dass die Formeln des Herrn Riecke 
dem H^efrerschen Grundgesetz, wenn man dasselbe mit der Annahme von Molecular- 
strömen verbindet, widersprechen; das in der zweiten Abhandlung der „Elektro- 
dynamischen Maassbestimmungen ^ von Herrn Weber ausgesprochene Gesetz der Magnet- 
induction bezieht sich nur auf den Fall, wo ein Magnetpol verschoben, nicht auf den, 
wo er um eine durch ihn gehende Axe gedreht wird. Ich will die erwähnten Re- 
sultate im Nachstehenden kurz ableiten. 
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lieber die Kummersche Fläche vierter Ordnung mit 

sechzehn Knotenpunkten und ihre Beziehung zu den 

Thetafiinctionen mit zwei Veränderlichen. 

(Von Herrn H. Weber in Königsberg i. Pr.) 



Das dritte Heft des 83. Bandes dieses Journals enthält zwei höchst 
interessante Abhandlungen der Herren Cayley und Borchardt, welche die 
Darstellung der Äiwmfiierschen Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knoten- 
punkten durch Thetafunctionen behandeln, deren Studium mir eine Unter- 
suchung über die Charakteristiken der Thetafunctionen zweier Veränder- 
lichen ins Gedächtniss rief, die ich schon vor längerer Zeit, freilich ohne 
jede Beziehung auf eine geometrische Anwendung angestellt habe. Die 
Ergebnisse derselben können aber in der vorliegenden Aufgabe mit Nutzen 
angewandt werden und führen zu einigen Resultaten, die mir nicht ohne 
Interesse zu sein scheinen. 

Wir setzen, wenn 

(p{xi^X2) = anx]+2ai2XiX2 + (h2x] 

eine Function zweiten Grades bedeutet, deren reeller Theil wesentlich ne- 
gativ ist. 

Der Zahlencomplex (^'^*), der aus den Elementen 0, 1 gebildet 



*) Nach der Beseichnung von Herrn Rosenhain würde sein: 



.7i7i» j . ni 



* 1 1 1^"" "'^ = ' * V^-s-J»., t>.), ^ j % *• j(r., e.) = e" ' 9.3-,..,.(r. , ...). 
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werden kann, heisst die Charakteristik der Thetafanction und zugleich die 
Charakteristik des Systems halber Perioden 

i{h,7ii+g^a^,+g2ai2)j i{h^i+9i(hi+92(h2) 

und soll in der Folge öfter durch einen einzelnen in Klammem gesetzten 
Buchstaben bezeichnet werden. Die Charakteristiken werden unterschieden 
in gerade und ungerade, je nachdem 

gerade oder ungerade ist. Dem entsprechend sind auch die Thetafunctionen 
gerade oder ungerade Functionen ihrer Argumente. Die Anzahl sämmt- 
licher Charakteristiken beträgt sechzehn, darunter sechs ungerade und zehn 
gerade. Die ersteren sind 

/ION /ION /OiN /oix niN AU 

VlO/' Vll>'' vn/' VOI/' Voiy'' MO'' 
and sollen, in einer beliebigen Reibenfolge genommen, mit 

(/?.), (/?0, O^a), (Ä), (/?5), iß,) ■ 

bezeichnet werden. 

Unter der Summe zweier Charakteristiken 

w=(2;2;). ('=')=(?;J;) 

verstehen wir die Charakteristik 

und da die Elemente auf ihre Reste nach dem Modul 2 reducirt zu denken 
sind, so ist Summe und Differenz zweier Charakteristiken identisch. Die 

Summe zweier gleicher Charakteristiken ist (q q j , wofür kurz (0) gesetzt 
werden soll. , 

Ueber diese Charakteristiken gelten nun die folgenden sehr einfachen 
Sätze, die alle ohne Weiteres aus dem ersten derselben folgen: 

I. Die Summe sämmtUcher ungerader Charakteristiken 

ist gleich (0). 

Der Beweis ergiebt sich einfach durch Ausführung der Addition. 
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II. Jede Charakteristik y (0) ausgenommen, lässt sich auf eine einzige 
Art als Summe zweier ungerader Charakteristiken darstellen. 

Hieraus folgt leicht 

III. Jede Charakteristik, mit Ausschluss eon (0), lässt sich auf rier 
Arten in eine gerade und eine ungerade und auf drei Arten in zwei gerade 
Charakteristiken zerlegen. 

IV. Die Summe dreier von einander verschiedener ungerader Charak^ 
teristiken ist stets eine gerade Charakteristik. 

V. Jede gerade Charakteristik, einschliesslich (0), lässt sich auf 
zwei Arten in drei von einander verschiedene ungerade Charakteristiken 
zerlegen*). 

Denn von den zwanzig möglichen Summen (/?i+/?2+/?3) sind dann 
und nur dann zwei einander gleich, wenn in beiden zusammengenommen 
alle sechs ungeraden Charakteristiken vorkommen. Beispielsweise ist: 

c»)=o+c;)+c;)=(:;)+(!?)+(;i)- 

Auf Grund dieser wenigen Sätze tiber die Charakteristiken lässt sich 
die Frage nach der algebraischen Abhängigkeit der Thetafunctionen sehr 
einfach erledigen nach der Methode , die ich in den §§. 5, 6 meiner Schrift 
über die „Theorie der ^6e/schen Functionen vom Geschlecht 3'^ ange- 
wandt habe. 

Zunächst ergiebt sich aus allgemeinen Gründen, dass zwischen höch- 
stens fünf Quadraten von Thetafunctionen eine lineare homogene Gleichung 
mit Constanten Coefficienten besteht. 

Um diese Relationen aufzustellen, wählen wir drei beliebige un- 
gerade Charakteristiken (/:^i), (^2), (Ä) und setzen (/^i+Ä+Z^s) = C/^o)- 
Ferner sei (cö) eine beliebige Charakteristik und 

Dann ergiebt sich, wenn wir die Thetafunctionen, in denen die Argamente 
die Werthe Nall haben, ohne Argumente schreiben: 

*) Das uuten folgende FornielsystcDi iE.) kann zugleich als Tafel für diese Zer- 
legungen benutzt werden. 
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oder, in einer etwas anderen Form: 

Dadurch sind sämmtliche Thetaquadrate linear ausgedrückt durch vier unter 
ihnen. Es ist aber wichtig zu bemerken, dass auf der rechten Seite von 
{A.) oder {A'.) nur drei Glieder wirklich übrig bleiben, so dass schon zwischen 
vier Thetaquadraten eine lineare Relation besteht, denn von den vier Cha- 
rakteristiken 

(cö), (cö+Z^o + A), {G> + ßo + ß.\ (ö> + /3o+Ä) 

ist, falls (eö) mit keiner der (/?„), (/?i), (/Jj), {ßi) übereinstimmt, immer eine 
ungerade, während die drei übrigen gerade sind; und die ungeraden Theta- 
functionen verschwinden zugleich mit ihren Argumenten. 

Lässt man (c9) eine der ungeraden Charakteristiken bedeuten, so 
folgt hieraus, dass die sechs Thetaquadrate mit den Charakteristiken 

(/?i), (A), (Ä), (Ä), {[is\ (ße) 

die Eigenschaft haben, dass zwischen je vieren von ihnen eine lineare ho- 
mogene Gleichung besteht Nimmt man 

(S>) = {ß^ + ß,+ß,\ (ß^ + ß.+ßs\ (ß: + ß. + ß,\ 

so erkennt man, dass dieselbe Eigenschaft den Systemen der Thetaquadrate 
mit den Charakteristiken 

ißi\ (A), iß^ + ß2 + ß3\ (ß: + ß. + ß.\ (/^i+A + Z^s), (/?, + /?2 + /?6) 

zukommt, und da man das Paar (/9,), (y?,) auf fünfzehn Arten auswählen 
kann, so ergeben sich im Ganzen sechzehn Systeme von sechs Theta- 
quadraten von der Beschaffenheit, dass zwischen je vieren von ihnen eine 
lineare homogene Gleichung mit constanten Coefficienten besteht. Diese 
sechzehn Systeme von Charakteristiken entstehen alle aus dem ersten der- 
selben durch Hinzufügung einer bestimmten Charakteristik, (/^i + Z^fj) für 
das oben aufgestellte zweite System. Es verschwinden daher alle Theta- 
fnnctionen des ersten Systems für die NuUwerthe der Argumente, alle 
Thetafunctionen des zweiten Systems für ein Paar halber Perioden mit der 
Charakteristik {ßi + ßi\ und so die übrigen. Demnach können diese sech- 
zehn Systeme passend bezeichnet werden durch die Charakteristiken (0), 
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{ft\ + ßi)^ . . . oder kürzer durch 

(0), (12), (13), (14), (15), (16), (23), (24), (25), (26), (34), (35), (36), (45), (46), (56). 

Es bestehen nun femer, wie sich aus denselben Principien mit 
Leichtigkeit ergiebt, lineare homogene Gleichungen zwischen drei Producten 
von je zwei Thetafunctionen, deren Charakteristiken dieselben Summen haben. 
Man kann diese Relationeri in der Form aufstellen: 

aus welcher man noch sieben andere ableiten kann, indem man die Va- 
riablen »1 , f?2 um halbe Periodensysteme vermehrt. *) Die Summe der 
Charakteristiken der beiden variablen Thetafunctionen in jedem Glied von 
(Ä) ist {ß^+ßi\ und da man in gleicher Weise jedes Paar zu Grunde legen 
kann, so ergeben sich aus {B.) 8.15 = 120 ähnliche Formeln. Mehr 
Formeln dieser Art kann es nicht geben, da jede von (0) verschiedene 
Charakteristik sich nur auf acht Arten in zwei andere zerlegen lässt, und 
da die drei Glieder einer solchen Relation entweder alle drei gerade oder 
alle drei ungerade Functionen sein müssen. 

Aus {A.) und (Ä) lassen sich die von Göpd entdeckten Relationen 
vierter Ordnung zwischen vier Thetafunctionen herleiten, welche Herr 
Borchardt in der Eingangs citirten Abhandlung benutzt hat. Für den vor- 
liegenden Zweck aber können diese durch die Relationen (^.), (B.) voll- 
ständig ersetzt werden. 

Wenn man in {A.) flir die Variablen Systeme halber Perioden setzt, 
so ergeben sich die von Herrn Rosenhain gefundenen Relationen zwischen 
den Nullwerthen der Thetafunctionen, welche im Folgenden zusammen- 
gestellt sind. 

*'ra-*'t??!=*'iJ?i+*'ioii=*iisi+»i;ji. 

(c.) ;*• Kl -»• Q = *' I? Jl + *'ß?l = *• P + ** IJ?! . 



^) Die den Formeln (A,), (B.) entsprechenden Relationen fttr die Thetafunctionen 
draer Variablen finden sich auf Seite 35, 41, 42 meiner oben erwähnten Schrift über 
die Abeiachen Functionen vom Geschlecht 3, woselbst auch die Ableitung, die hier 
irenau dieselbe ist. ausführlich dargelegt ist. 
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(D.) 



(GS) 


*'0 9-Q 


= 


*'ßj!*'p+*'ß?!*ii;j 


O 


*'!«! *'iSi| 


= 


^■iJMjji+^'i^ji^n 


a 


*'» a'IJJ! 


= 


^'ija^-isjj+^'SV'iii! 


C) 


*" * *' |i ol 


= 


'^iSJi^'ßü+^'SS?!*'!??! 


(IS) 


*'IJW'?2! 


= 


*"!??! ^-iJa+^IJWJi! 


Gl) 


*'ßji*i?a 


= 


*'p!*i?ü+*'iii!*'a 


(IJ) 


*1?SI*'!JJ! 


= 


*'!J2Kl?Jj+*'ltll*'KI 


o 


d' ^'gj 


= 


a* 1 0) q.i 11 0) , q.j (00) qi jOO) 

* loo * }oi|+^ Uir lioi 


a 


aiUO» Ol OOl 


=^ 


^'•0 ^li+»'\\\ »'fil\ 


a 


«'ßJ|*'P 


= 


ajjOO aj(On , «« 10)a,jll) 

^iii "^iio +^ioi ^(ool 


Gl) 


*'IJJ|*'ß?| 


= 


* (oir |ool+* 10 ^iii 


(??) 


d'jOj d*j?J) 


= 


ajUn mjll) , ai OOj a» 00» 

* loor lii}+^ loj* Ol 


(1?) 


^ In ^ 00 




^'ßj^^iiii+^'ijjK-ra 


öl) 


*'i;;j^ßji 




*'iJ2!*-illt+*'l?it*'l2?l 


1(11) 


»■iJJl*'!??! 


= 


«■0 *'iii+*'(j?i*'!;j| 



In diesem letzten System ist jede Formel mit der Charakteristik 
bezeichnet, welche sich als Summe der Charakteristiken eines jeden 
Gliedes ergiebt. 

Ausserdem bestehen noch Gleichungen, in welchen die Ableitungen 
der ungeraden Thetafunctionen für die NuUwerthe der Argumente vor- 
kommen. Bezeichnet man mit ^'i{ß\, ^2\ß\ die Ableitungen der Function 
d|/3] (cijfjj) nach der ersten und zweiten Variablen für die NuUwerthe der 
Argumente und setzt zur Abkürzung 



so lautet dieses Formelsystem: 
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(£.) 



i?ü!' 



|00l 



''jiö!*toi!'*iioi 



/ION rii on 
yoo) [flv oij 

C) [IS. IJ] = «11!I*PI* 

a [?i. !?] 

/00-\ roi on 
uo^ Loi' uj 

(lo) [oi' ii] = "loortoil"!!! 

/ÖlN ril 101 ailll olOOl o(00| 

(.loj Loi' iij = *iooriiirloi| 

(Sl)[!?.lJ] = ''tut*P*l?oi 
(il) [?;. 12] = ^l^^iJS!*'""' 

/OON ri 1 111, 

uu Lei' loJ 

/ION roi in . 

KiV Loi' loJ 

/oiN rii 10-1 , 

Kit) Loi' loJ 

ni\ roi 10-1 

(Kn) Loi' loJ 



„(001 .4(001 



loi! 



loor 



*!ool*|o(i| 



*IJSI 

alOOl 









Auch diese Formeln sind von Herrn Rosenhain gefiinden, jedoeli 
ohne Beweis niitgetlieilt. Auch ist seitdem meines Wissens ein Beweis der- 
selben nicht veiöffentlieht worden. Die Ableitung, die, wie schob für die 
entsprechende Formel in der Theorie der elliptischen Functionen, nicht so 
ganz an der Oberfläche liegt, kann in d«r Weise geschehen, dass man zu- 
nächst mittelst (ß.) die Proportionalität der rechten und linken Seiten nach- 
weist, ond dann mit HUlfe der Transformation zweiter Ordnung zeigt, dass 
.ein Qnotient wie . ' 

fll 011 
lop tnj 



nngeändert bleibt wenn die Moduln der Thetafunctionen verdoppelt werden. 



H. Weber, iiber die Kummersche Fläche vierter Ordnung, 339 

Der Grenzübergang zu unendlich grossen Werthen der Moduln ergiebt dann 
für diesen Quotienten den Werth 1. 



Setzt man in den Thetafunctionen für die Variablen «,, ©j hyper- 
elliptische Integrale erster Gattung 

e = f" (a—b,z)dz 

' { )/(l_a,aXl_«,zXl-a.»)(l-«,»Xl-«5»)a-«.») 



= / 



(o,— 6,a)di5 



]/(l-«.8)(l-a,»)(l-o.a)(i-«,is)(l-«.»)(l-«,a) 

~ ■ 

indem man die Constanten «i , 61 , «2 , ^2 tind die Moduln der Thetafunctionen 
in bekannter Weise durch die Periodicitätsmoduln dieser Integrale bestimmt, 
so lassen sicli die Quotienten zweier Thetafunctionen algebraisch durch die 
beiden Variablen «i , «2 ausdrücken. Diese Darstellung wird eine bestimmte, 
wenn man den Factoren der Wurzelgrösse die ungeraden Charakteristiken 
in beliebiger Weise zuordnet, etwa: 

}^l^z 03,); »^1=^ (/32); fl^c^ 0?3); 

)/i=^ iß,); }T-^ 03^); yr=^ (ße). 

Für die ungeraden Thetafunctionen gelten dann die Relationen: 



/ 






worin die Constante c leicht bestimmt werden kann. Indessen gehen wir 
hier nicht weiter darauf ein. 

Lässt man in diesen Formeln Zi mit ^^2 zusammenfallen, so erhält 
ipan Gleichungen von folgender Form: 

K-«J(«,-«4) _ JÄ2ÄMÄ1ÄL (g.-aJCa^- g,) ^ [ß,. ß,].\ß,.ß.] 

(« -«,)(«.-«4) [Ä. A].|Ä, A] ' («i-«.)(«.-0 [A, Ä].[Ä. Ä] ' 
wofUr sich nach dem System (E.) auch schreiben lässt, 

rF^ )(« -«aX« -«4) ^ *•!/?. +Ä+Ä}^'IÄ+Ä+Ä} ' 

Die Vorzeichen, für die sich" leicht ein allgemeiner Ausdruck auf- 
stellen lässt, ergeben sich für eine besondere Annahme über die (ß) leichter 
aus den Formeln (D.), da die linken Seiten der beiden Gleichungen (F.) 
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die Summe 1 ergeben. Für die Annahme: 

(fit fit fii fit fit a\ - r^O 10 Ol Ol 11 .llN 

Kl'll /•'»» /•'3J Pai /'s» I'6) — ^IQ, ip ij, ,)i, Ol' 10/ 

findet sich: 

/oo\ («.-« .)(«.-««) ^. ^ioo! '^ii i! . («.-«j(«.-«.) ^ ^iiol'^ioii 

und vierzehn ähnliche Formelpaare. In jedem dieser Formelpaare ist die 
Summe der Charakteristiken der beiden in einem Product vorkommenden 
Thetafnnctionen dieselbe, und diese Summe kann als Bezeichnung des 
Formelpaares dienen. Sollen bei der hier gemachten Annahme Über die (ß) 
die Moduln der Thetafnnctionen und die Grössen «i, «2, aj, «4, «5, «^ 
reell sein, so müssen die letzteren der Grösse nach in der Reihenfolge 
ihrer Indices cyklisch aufeinander folgen. Drei der Grössen a können be- 
liebig, z. B. 0, 1, 00 angenommen werden, und es lässt sich auf mehrfache 
Weise einrichten, dass die übrigen positive echte Brüche werden. Man 
erhält so unter anderen auch die von Herrn Rosenhain aufgestellten Formeln. 
Aus (F.) ergeben sich noch leicht Ausdrücke fllr die Quotienten der 
NuUwerthe zweier geraden Thetafunctionen : 

Man erliält hieraus, wenn man den Nenner festhält, neun Formeln, von 
denen eine nach der obigen Annahme über die (/?) so lautet: 

a4ill| 



Wir setzen nun irgend vier linear unabhängige von den Quadraten 
der Thetafunctionen gleich (oder proportional) den homogenen (Tetraeder-) 
Ooordinaten eines Punktes im Kaum, wodurch, da die Coordinaten eines 
Punktes durch zwei unabhängige Variable ausgedrückt sind, eine Fläche 
dargestellt ist Jedem Werthsystem der Variablen <?i, Uj entspricht ein be- 
stimmter Punkt dieser Fläche, und zwar allen Werthen, die sich um 
Periodensysteme unterscheiden, derselbe Punkt. Jede Thetafunction, gleich 
Null gesetzt, stellt eine Ebene in Verbindung mit dieser Fläche dar, weil 
zwischen fünf Thetaquadraten immer eine lineare homogene Gleichung besteht 
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Die Gleichung dieser Fläche erhalten^i wir sofort aus den Relationen 
(Ä) in •Verbindung mit {A.) und zwar in 120 analogen Formen, von denen 
wir eine eingehender betrachten. 

Macht man in (Ä.) die Annahme 

(R R R R R Fi\--0^ 10 Ol Ol 11 1 1\ 
w^M /^2? P^'i P*i P^i P^) "~ VlO' IP 11' Ol' Ol' 10/' 

und setzt 



Oli 

00! 



^' In! ^*" *'^) = TOTTTTÖT ' ^' {? Jj (•' ' •*> = '> 



'^ oor looi 



worin p, q, r, « homogene Pnnktcoordinaten bedeuten, so erhält man die 
Gleichongsform : 

Diese Gleichung stimmt der Form nach tiberein mit derjenigen, welche 
Herr Kummer flir die von ihm zuerst untersuchte Fläche vierter Ordnung 
mit sechzehn Knotenpunkten gegeben hat*). Die Kummer^che Form der 
Gleichung kann nämlich, wenn man die Variablen p, q, r, s mit geeigneten 
Constanten Factoren multiplicirt annimmt, so dargestellt werden: 

(2.) { " ■ 



*) Monatsberichte der Berliner Akademie 1864. p. 252. 
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80 dass dieselbe, ausser den Grössen (J, d', ^' nur noch -die drei Ver- 
hältnisse y':/3", a":y, /?:«' enthält, zwischen welchen die linearen Relationen 

•(3-) T + T^ = l- -f +ir = l . 
bestehen. Da man s aUch noch mit einem willkürlichen constanten Factor 
mültiplicirt annehmen kann, so kommen in dieser Gleichungsform nur drei 
Constanten explicite vor. Um also (1.) und (2.) in Üebereinstimmang zu 
bringen, haben wir zu setzen: 

wodurch die Relationen (3.) befriedigt werden, ferner: 
(5.) nr = —» 



Drückt man mit Hülfe von (F.) und (G.) die constanten Werthe der Theta- 
functionen durch die algebraischen Moduln aus, indem man zur Verein- 
fachung 

tti, «2, «3, «4, cfj, «c gleich 

oo, 0, X?, x^, x]^ 1 



und 



2 22 2 2'» 2 22 

Ä32 — >^3 ^27 '^Sl — ^^3 '^l 5 21 — 2 ^1 



setzt, so folgt: 



/ 1 a" x\' ß 



o 



- =;fi 



5 X, xj ' d x^ * x»x;v ' 

woraus hervorgeht, dass, wie schon Herr Borchardt gezeigt hat, die durch 
Thetafanctionen dargestellte Fläche denselben Grad der Allgemeinheit hat, 
wie die von Herrn Kummer untersuchte Fläche, d.h. dass sie die allge- 
meinste Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten ist. 

Aus der soeben entwickelten Gleichungsform und den in {B.) ent- 
haltenen analogen Formen, geht sofort hervor, dass jede der sechzehn 
Thetafanctionen, gleich Null gesetzt, eine singulare Tangentialebene der 
Fläche darstellt, welche dieselbe längs einem Kegelschnitt berührt. Wir 
bezeichnen diese sechzehn singulären Tangentialebenen durch die Charak- 
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teristiken der in ihnen verschwindenden Thetafanctionen , oder, indem wir 
{ßi\ (A), (/?3), (/?4), (ßs)) {ßf) die. ungeraden Charakteristiken bedeuten lassen, 
abgekürzt durch 

(1), (2), (3), (4), (5), (6), (123), (124), (125), (126), 
(134), (135), (136), (145), (146), (156), 
wo (1), (123) etc. für (/?0, (/^i+A + Z^a) etc. steht, so dass (i23) und 
(456) dasselbe bedeutet. 

In Folge der Formeln {A.) gehen sechzehn mal je sechs von diesen 
Ebenen durch einen Punkt. Diese Punkte sind bestimmt durch die sechzehn 
Systeme zusammengehöriger halber Perioden, fttr welche die betreflFenden 
sechs Thetafanctionen verschwinden. Wir bezeichnen dieselben also durch 
die Charakteristiken der halben Periodensysteme, welche flir die Variablen 
in jedem dieser Punkte zu setzen sind, und zwar, indem wir jede der- 
selben aus zwei ungeraden Charakteristiken zusammensetzen, abgekürzt durch 
(0), (12), (13), (14), (15), (16), (23), (24), (25), (26), 

(34), (35), (36), (45), (46), (56), 
wo {ix) für (ßi+ß^) steht. Diese sind, wie gleich gezeigt werden soll, 
.die sechzehn Knotenpunkte der Fläche, von denen je sechs auf einer sin- 
gulären Tangentialebene liegen. Diese Bezeichnung hat den Vortheil, 
dass sie sogleich erkennen lässt, welche Knotenpunkte auf einer bestimm- 
ten singulären Tangentialebene liegen, und welche von diesen Ebenen 
durch einen bestimmten Knotenpunkt gehen. Ein Knotenpunkt liegt auf 
einer singulären Tangentialebene oder nicht, je nachdem die Summe der 
Charakteristiken von Punkt und Ebene ungerade oder gerade isi 

Demnach enthält 
die Ebene (1) die Punkte (0), (12), (13), (14), (15), (16), 
die Ebene (123) = (456) die Punkte (23), (31), (12), (56), (64), (45); 
durch den Punkt (0) gehen die Ebenen (1), (2), (3), (4), (5), (6), 
durch den Punkt (12) gehen die Ebenen (1), (2), (123), (124), (125), (126), 

womit die gegenseitigen Lagcnverhältnisse vollständig ausgedrückt sind *). 

*) Um die Bezeichnung von Herrn Kummer (Ueber die algebraischen Strahlen- 
Systeme Seite 66,° Abbandlungen der Berliner Akademie 1866) mit dieser in Einklang 
zu bringen, hätte man Knotenpunkte und singulare Tangentialebenen folgendermassen 
mit Nummern zu bezeichnen: 
12 3,4 5_ 678 9 10 II 12 13 14 15 16 

(12) (13) (23) (45) (63) (.62) (61) (65) (34) (24) (14) (64) (35) (25) (15) 
(6) (126) (136) (145) (123) (3) (2) (1) (5) (125) (135) (146) (4) (124) (134) (156) 
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Es lässt sich nun die Gleichung des Tangentenkegels in einem be- 
liebigen der sechzehn singulären Punkte in der folgenden eleganten Form 
darstellen, womit zugleich die Natur dieser Punkte als Knotenpunkte dar- 
gethan ist. 

Sind Xi = 0, a?2 = 0, a?3 = die Gleichungen dreier, in einem solchen 
Punkt zusammenstossenden singulären Tangentialebenen, fUr den Punkt mit 
der Charakteristik (cd) etwa 

so ergiebt sich für Werthe von «i, «?2, die sich von dem halben Perioden- 
system (CD) unendlich wenig unterscheiden, wenn man mit cf«i, de^ die un- 
endlich kleinen Unterschiede der Variablen und des halben Periodensystems 
bezeichnet: 

V^2 = »\\ß2\dv,+»'^\ß,\df>^, 

ix, = S'[\ß,\df>,+&'^\ß,\df>^ 

und daraus durch Elimination von cft^i, dv^ die Gleichung des gesuchten 
Tangentenkegels zweiter Ordnung: 

welche man noch mittelst des Formelsystems (E.) vereinfachen kann, so 
dass die Coefficienten durch die . geraden Thetaftinctionen für die Nullwerthe 
der Argumente ausgedrückt sind. 

Wir gehen nun dazu über, die Lagenverhältnisse der Knotenpunkte 
etwas genauer zu untersuchen, und bemerken vorweg, dass man allen den 
betreflFenden Sätzen ihr reciprokes Gegenstück bezüglich der singulären 
Tangentialebenen an die Seite stellen kann, da die reciproke Polare unserer 
Fläche eine Fläche gleicher Art ist. 

1. Durch irgend zwei Knotenpunkte gehen zwei singulare Tangential- 
ebenen, nämlich 

durch (0), (12) die beiden Ebenen (1), (2) 

- (12), (13) - - - (1), (123) 

- (12), (34) - - - (125), (126). 

2. Die Systeme von drei Knotenpunkten zerfallen in zwei Klassen, 
je nachdem die durch ein solches bestimmte Ebene eine singulare Tan- 
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gentialebene ist oder nicht. Aus unserer Bezeichnung ergeben sich un- 
mittelbar diese beiden Arten von Systemen. Die Anzahl der Systeme der 
ersten Art ist 320, die der zweiten 240. 

3. Die Systeme von vier Knotenpunkten, die nicht in einer singulären 
Tangentialebene liegen, die wir mit den vier durch sie bestimmten Ebenen 
kurz als Tetraeder bezeichnen wollen, zerfallen in drei Klassen. 

ä) Tetraeder der ersten Art, deren vier Ebenen singulare Tangential- 
ebenen Sind. 

Gehen wir von einem beliebigen System von drei Punkten in einer 
singulären Tangentialebene aus, etwa von (0), (12), (13), so ist der vierte 
Punkt, welcher mit je zweien von diesen in einer singulären Tangential- 
ebene liegt, völlig bestimmt, nämlich (23), und aus der Bezeichnung eines 
solchen Tetraeders 

(0), (12), (13), (23) 
erhält man die der übrigen durch Vertauschung der ZiflFem und durch Hin- 
zufttgung einer beliebigen Charakteristik. Die Summe der Charakteristiken 
der vier Eckpunkte eines solchen Tetraeders ist stets = (0) ; die Anzahl 
derselben beträgt ^ = 80. 

b) Tetraeder der zweiten Art nennen wir solche, welche gar keine 
singulare Tangentialebene enthalten. 

Gehen wir von einem beliebigen System von drei Punkten aus, 
welches nicht in einer singulären Tangentialebene liegt, etwa von (0), (12), 
(34), so ist der vierte Punkt eines solchen Tetraeders gleichfalls völlig be- 
stimmt, nämlich (56). Auch hier ist die Summe der Charakteristiken = (0). 
Die Anzahl dieser Tetraeder beträgt ^ = 60. 

c) Alle übrigen Tetraeder, deren Zahl 1440 beträgt, bezeichnen wir 
als Tetraeder der dritten Art. Um ihre Eigenschaften zu untersuchen, 
können wir ausgehen von einem System von drei Punkten (0), (12), (13) 
und können einen vierten Punkt in einer der beiden Formen hinzufftgen 
(24) oder (45). Beide Annahmen zeigen, dass zwei der Ebenen eines 
solchen Tetraeders singulare Tangentialebenen sind, die beiden andern nicht. 
Die Summen der Charakteristiken der vier Punkte ist nicht = (0). 

Da eine Fläche vierter Ordnung mit sechzehn Knotenpunkten durch 
achtzehn Bedingungen bestimmt ist, so können sechs von den Knotenpunkten, 
falls dieselben von einander unabhängig sind, beliebig gegebene sein, und die 
Fläche kann durch dieselben bestimmt werden. Es ist aber dazu nicht jedes 
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beliebige System von sechs Knotenpunkten geeignet Es ist daher er- 
forderlich, die verschiedenen Systeme von sechs Ejiotenpankten hinsichtlich 
ihrer projecti vischen Abhängigkeit zu untersuchen« 

Betrachten wir zu dem Ende zunächst ein Tetraeder der ersten Art: 

• (0), (12), (13), (23) 

und stellen die Bezeichnungen der vier Ebenen desselben mit den Punkten, 
welche sie enthalten, zusammen: 

(1) enthält die Punkte (0)(12)(13) (14)(15)(16), 

(2) - - - (0)(21)(23) (24)(25)(26), 

(3) - - - (0)(31)(32) (34) (35) (36), 
(123) - - - (23) (31) (12) (66) (64) (45), 

so ersehen wir daraus, d(us in den vier Ebenen eines . Tetraeders der ersten 
Art aUe sechzehn Knotenpunkte enthcdten sind. 

Legen wir ferner ein Tetraeder der zweiten Art zu Grunde 

(0), (12), (34), (56), 

so enthält, im Allgemeinen wenigstens, keine der Ebenen desselben einen 
weiteren Knotenpunkt. Fügen wir einen beliebigen flinften Knotenpunkt (13) 
hinzu, so können wir durch diesen und durch je zwei der Fundamentalpunkte 
sechs Ebenen legen, von denen vier singulare Tangentialebenen sind, die 
beiden andern nicht. Die letzteren sind die Ebenen durch die Punkte 

(0), (56), (13) und (12), (34), (13), 

wälircnd die vier ersteren mit den in ihnen enthaltenen Knotenpunkten 
folgende Bezeichnung haben: 

(1) mit den Knotenpunkten (0)(12)(13) (14) (15) (16), 

(H) . . - . (0)(34)(13) (32) (35) (36), 

(123) .... (12) (56) (13) (23) (45) (46), 

(134) .... (56) (34) (18) (14) (25) (26). 

DicHc vier Kbcnen entlialten die beiden Knotenpunkte (14), (23) zweimal, 
wJlhrriMl Hie den einen (24) gar nicht enthalten. Die Punkte (13), (24), (14), (23) 
blldtni wit^ler ein Tetraeder der zweiten Art, und so erkennt man, dass sich 
dir svvh%ehn Knotenpunkte der Fläche in vier Tetraeder der zweiten Art 
zusammmfMsen lassen^ von denen j^es die drei übrigen vollständig bestimmt: 
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(0) (12) (34) (56), 
(13) (24) (14) (23), 
(15) (26) (16) (25), 
(35) (46) (36) (45), 

und zwar ist diese Anordnung auf fünfzehn verschiedene Arten möglich. 
Obgleich nun* also von den sechs Punkten 

(0), (12), (34), (56), (13), (24) 

keine vier in einer Ebene liegen, so sind dieselben doch nicht projectivisch 
unabhängig, wie aus der folgendea Betrachtung erhellt. Wir legen das 
Tetraeder der zweiten Art (0), (12), (34), (56) als Coordinaten -Tetraeder 
zu Grunde, indem wir über die (/?) dieselbe specielle Annahme machen, 

wie oben 

r/J /?/«?/? /^ /?^ - /"lO 10 Ol Ol 11 11\ 

U^lW^2?P3iP4?P5?/56; "• V,10' 1 1' 11' Ol' Ol' 10/' 

so dass die Eckpunkte des Coordinaten - Tetraeders die Charakteristiken 
haben: 

«•). O' (?8). (??)• 

Setzt man dann 

& = *'P*'!lS|('..-)-*'P*'tI?!(»..».). 
«' = 9'l53*'iia(<'..'")-*'tJ?|«1l?!(«'..«=). 
«. = ^Q*'iS!|c..'.)-*'l?JKI?ltc....), 

ä. = *'!ll!«'iu|('..<'.)-»'|Jij«'|Jii(''..<'.). 

so sind li = 0, la = 0, ^3 = 0, f* = die Gleichungen der Seitenflächen des 
Coordinaten-Tetraeders, und für die Coordinaten der Punkte (13), (24), welche 

die Charakteristiken haben (qi)? (lo)' ergeben sich die Werthe: 

t" UtS^O) q.7 )0 l) t" _ aj Jl 0| «, |0 1) 

^« =* lojr iooj' ^* -"^ (ooj^ lool' 

44* 



für (13) 



für (24) 
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also: 

oder 

diese Gleichung besagt, dass die zwei Punkte (13) , (24) auf einem durch 
die geraden Linien 

(0)(12); (12) (56); (56) (34); (34) (0) 

hindurchgehenden Hyperboloid liegen müssen, dass sonach diese Punkte 
nicht ganz beliebig gewählt werden l^Önnen. Genügen die sechs Punkte 
(0), (12), (34), (56), (13), (24) dieser Bedingung, so bestimmen dieselben 
als Knotenpunkte nicht vollständig unsere Fläche, sondern lassen eine Con- 
stante unbestimmt. 

Hieraus geht also hervor, dass sechs Knotenpunkte, welche nicht 
in einer projecti vischen Abhängigkeit stehen, die Eigenschaft haben müssen, 
dass je vier von ihnen ein Tetrcteder der dritten Art bilden. 

Dazu ist noth wendig, dass die Summe der Charakteristiken der 
sechs Punkte = (0) sei, und diese Bedingung zusammen mit der zweiten, 
dass nicht vier der Punkte in einer singulären Tangentialebene liegen, ist 
auch hinreichend. 

Sind nämlich (x^), (^2), (^3), (^^4), (xj), {xq) die Charakteristiken von 
sechs solchen Punkten, so darf nicht die Summe von vieren derselben 
= (0) sein, und daraus folgt, dass die fünfzehn Summen von je zweien der- 
selben, {xi + X2) , alle von einander verschieden sind, und mithin sämmtliche 
von (0) verschiedenen Charakteristiken ergeben müssen. Wäre also die 
Summe (^1 + ^2 + ^3 + ^4+^5 + ^0) nicht =(0), so müsste sie ={Xi-\'X^) sein, 
und die Summe der vier übrigen (x) würde gegen die Voraussetzung = (0) 
sein. Umgekehrt, wenn die Summe sämmtlicher (x) = (0) ist, so kann nicht 
schon die Summe von vieren derselben = (0) sein , da die beiden andern 
von einander verschieden sein müssen, und daher bilden keine vier der- 
selben ein Tetraeder der ersten oder zweiten Art. Es wird sich ergeben, 
dass falls nicht vier derselben in .einer singulären Tangentialebene liegen, 
dieselben von einander unabhängig sind. 

Geht man, um ein solches System von Punkten zu bestimmen, von 
einem beliebigen Tetraeder der dritten Art aus, so kann man die hinzu- 
zufügenden beiden Punkte auf zwei Arten wählen. Dabei entsteht, wenn 
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man alle möglichen Tetraeder dritter Art zu Grunde legt, jedes solche 
System flinfzehn mal, so dass die Gesammtanzahl derselben ^J^*2 = 192 
beträgt 

Wählen wir das Tetraeder dritter Art 

(0), (12), (13), (24), 

so lässt sich die Summe der Charakteristiken der vier Eckpunkte (34) auf 
folgende acht Arten zerlegen: 

(0), (34); (13), (14); (23), (24); (53), (54); (63), (64); 

(15), (26); (16), (25); (12), (56). 

Hiervon aber können nur die beiden Zerlegungen (53), (54); (63),. (64) 
gebraucht Verden, da bei allen anderen vier Punkte in einer Ebene liegen 
würden. Wir erhalten also das System: 

(0), (12), (13), (24), (35), (45), 

welches die verlangte Eigenschaft besitzt. 

Nehmen wir diese sechs Punkte irgend wie als gegeben an, so sind 
damit unmittelbar die folgenden singulären Tangentialebenen bestimmt: 

(1) durch (0)(12)(13), (123) durch (12) (13) (45), 

(2) . (0)(12)(24), (124) - (12) (24) (35), 
(L) {(3) - (0)(13)(35), (126) - (12)(35)(45), 

(4) - (0)(24)(45), (135) - (13) (35) (24), 

(5) . (0)(35)(45), (136) - (13) (24) (45). 

Daraus ergiebt sich nun das ziemlich unerwartete Resultat, dass aus 
den gegebenen sechs Knotenpunkten die übrigen linear construirt werden können. 

Wir erhalten die fehlenden zehn Knotenpunkte geradezu als Schnitt- 
punkte von je dreien dieser Ebenen, nämlich: 

(14) als Schnitt von (1) (4) (124), (26)^ als Schnitt von (2) (126) (135), 

(15) . . -'(1) (5)(135), (34) ... (3) (4)(126), 
(no((16) . . - (1)(126)(136), (36) - - - (3) (136) (124), 

(23) . . . (2) (3)(123), (46) - - - (4) (123) (135), 
(25) - - - (2) (5) (136), (56) - - - (5) (123) (124). 

Da die gegebenen sechs Punkte sich den Symbolen (0), (12), (13), 
(24), (35), (45) auf verschiedene Arten zuordnen lassen, so werden sich 
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auch die noch fehlenden 10 Knotenpunkte, and damit die ganze Fläche, 
auf mehrere Arten, jedoch in endlicher Anzahl, bestimmen lassen. Die 
Anzahl dieser Bestimmungsarten beträgt zwölfe wie sich auf folgende Weise 
ergiebt 

Bezeichnen wir die sechs gegebenen Punkte mit ^i, A^^ A^^ ^, A^^ -^ 
so ergiebt sich aus (I.), dass von zwei Ebenen, welche durch je drei dieser 
Punkte, etwa durch (-^i, iia, -^3); (^4, -^5, A^) gehen, immer die eine singu- 
lare Tangentialebene ist, die andere nicht. Wir können also annehmen, dass 
entweder (^1, A^^ A^) oder (^4, ^5, A^) singulare Tangentialebene sein 
soll und dem entsprechend entweder das erste oder das zweite Tripel mit 
((0), (12), (13)) zusammenfallen lassen. Die durch (I.) bestimmten singu- 
lären Tangentialebenen erhält man dann, wenn man die Punkte. ^44, ^5, Af^ 
in irgend einer Weise den geraden Linien (^2^3)7 (^3^1)? (-^1-^2) zuordnet, 
also auf sechs verschiedene Arten, in der Weise: 

{A,A,A,y, {A,A,){A,y, {AsA,){A,y, 

{A,A,){A,y (^0^4) (^); {AA,){A,y 

{A,A,){A,y {A,A,){A,y {A,As){A,y 
{A,A,){A,y 

indem man noch (-41^2-^3) mit (-44^5-46) vertauscht, erhält man zwölf 
Arten der Bestimmung jener zehn Ebenen, welches die einzigen sind, die 
zu verschiedenen Resultaten führen. Es ist damit auch die Fläche durch 
diese sechs Knotenpunkte auf zwölf Arten bestimmt, aber die Gleichungen 
derselben lassen sich, ebenso wie die Coordinaten der übrigen zehn 
Knotenpunkte rational durch die der gegebenen Punkte ausdrücken. Die 
anal}üsche Bestimmung dieser Coordinaten ergiebt das gleiche Resultat 
Nehmen wir das Tetraeder (0) (12) (13) (24) als Fundamental-Tetraeder 
und setzen: 

^. = ^^{lo)(^i,^2), ^2 = *'(J?)(f.,r2), 

so dass f 1 = 0, 12=^ 0, I3 = 0, I4 = die Gleichungen der Seitenflächen des 
Coordinaten-Tetraeders sind, so ergeben sich die Coordinaten der zwölf Übrigen 
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Knotenpunkte proportional den folgenden Grössen: 

1/ I, I3 
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Drttckt man die constanten Thetawerthe durch die algebraischen Moduln 
ans, indem man die oben gemachte Annahme 



«1, «2, «3? «4, 



a 



57 



Cf. 



= c», 0, xi^ xl^ x]^ 1 

festhält, und berücksichtigt, dass jede der vier Coordinaten mit ein6m be- 
liebigen constanten Factor multiplicirt werden kann, und dass es überdies 
nur auf die VerlUÜtnisse der vier Coordinaten ankommt, so erhält man die 
folgenden Werthe für die Coordinaten der sechzehn ELnotenpunkte: 
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(IV.) 
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(36) = (J?) 
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(34) = (??) 
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X2X21 
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X2 X\ *"" ^3 ^2 


(56)= (?^ 
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^31^1 "r^i^2i 
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(1*) = (1 1) 
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(16) = (SJ) 
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(25) = (?;) 
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— ^21^3 

1 
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«32 *J 
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1(26) = (SD 



X21 
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«2 
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Durch die ersten sechs dieser Punkte sind also die Moduln des zu Grande 
liegenden hyperelliptischen Integrals rational bestimmt und die Coordinaten 
der übrigen Knotenpunkte sind durch diese rational ausgedrückt. Durch 
Vertauschung der Charakteristiken, wie oben gezeigt, erhält man die übrigen 
elf Arten der Bestimmung der Knotenpunkte aus den gegebenen sechs. Diese 
Ausdrücke, welche auch leicht ohne Vennittlung der Thetafunctionen als 
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Coordinaten der Schnittpunkte der in (II.) zusammengestellten Ebenen er- 
halten werden können, setzen zugleich ausser Zweifel, dass die sechs 
Knotenpunkte von denen wir ausgingen, wirklich jede beliebige gegebene 
Lage haben können. 



In einem besonderen Fall können vier Knotenpunkte in eine Ebene 
fallen, welche nicht singulare Tangentialebene ist. Es können dies nur 
die vier Ecken eines Tetraeders der zweiten Art sein und die Werthe der 
Coordinaten in der Tafel (III.) zeigen, dass hierfür, falls etwa die Punkte 

(12), .(13), (24), (34) 

in eine Ebene fallen sollen, die nothwendige und hinreichende Bedingung 
die ist: 

was noch zur Folge hat: 

und die Ausdrücke (III.) oder (IV.) zeigen weiter, dass in Folge davon auch 
die drei übrigen zugehörigen Tetraeder zweiter Art 

(0)(14)f23)(56), 
(15)(16)(45)(46), 
• (25) ('26) (35) (36) 

in Ebenen ausarten, so dass in diesen Fällen immer Viermal vier Knoten- 
punkte in einer Ebene liegen, die nicht singulare Tangentialebene ist. Die 
hierbei auftretenden Thetafunctionen gehören in Folge der oben aufgestellten 
Bedingungsgleichung zu denen, welche mittelst einer Transformation zweiten 
Grades durch elliptische Thetafunctionen ausgedrückt werden können. Dieser 
Fall tritt ein bei der Frewie/schen Wellenfläche und ihren projectivischen' 
Umformungen. Man erhält auf diese Weise für die rechtwinkligen Coor- 
dinaten der Punkte der Wellenfläche die Ausdrücke: 

X = frsinam(ti^;f)/iam(«^ iL), 
y = acosam(ti^x)cosam(«^ Jl), 
z =- a^am(ti, x)sinam(«^ iL), 



c*—a* ' c*—a* ' 6' c*—a* ' " ~ 6* c*—a* ' 
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welche der Gleichung der Wellenfläche 

2 S S 

identisch genügen. Die Cm ven u = const. , v = const. bilden zwei Ortho 
gonale Curvenschaaren auf der Fläche. 

Königsberg, im August 1877. 
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Sätze über Determinanten und Anwendung derselben 
zum Beweise der Sätze von Pascal und Brianchon. 

(Von Herrn Viertens in Krakau.) 



JJie Sätze von Pascal und Brianchon in der Theorie der Kegel- 
schnitte beruhen auf einigen Determinanten-Identitäten, welche sich alle 
einfach ^us dem folgenden Satze ableiten lassen: 

Verschwindet eine ganze Function der sechs Gruppen von je drei 
Elementen 

(1.) (iP„y„«o), (ic,yi«i), (iC2y2«2),. {x^y^i^)^ (iC4y4«4), {xsysZs\ 

welche in Bezug auf die Elemente jeder Gnippe homogen und vom zweiten 
Grade ist, identisch, wenn man die' Elemente irgend einer Gruppe durch 
die entsprechenden einer anderen ersetzt, äo ist diese Function bis auf 
einen von den Elementen (1.) unabhängigen Factor der Determinante 

^0 ^0 «0 yo«(| «()X„ Xo^o 



£2 = 



^1 yl «I yi«i «liPi Xiyi 

2 7 2' 

Xj y2 Si tlii-i iiXi x^y-i 

^3 ^3 «3 ^3*3 «3 3^3 XiVl 

xl yl z\ y4«4 «4a;4 «4^4 

a?s yl «s y&^s «jiCs aJs^s 



gleich. 



Ist nämlich <f eine solche Function und setzt man identisch 

(f = Pxl+Qyl+R a?, + Fy^ s,, + Q' a„ a^, + R'xi,y„ ,' 
£2 = La^,+ SIyl+Ns'f,i-L'yuSu-\-M'iiuXi,+N'xoyu, 
so ergehen sich aus den sechs linearen Gleichungen 

(p = Pd+Qyl+ 
= Px\ + Qy\ + 
= Pxl+Qyl + 
. = Pa:l+py^ + 
= Px]+Qyl + 
= Pxl + Qyl + 



45 



C» 
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in bekannter Weise die Identitäten 

L'<p = Fn, M'(p = Q'n, N'(p = R'n ■ 

und durch Multiplication derselben mit a;,7, y»^ «<?, y'usl), zl,a^„ s^,yo: 

m 

WO *Q', a! die Resultate der Ersetzung von a:,, y« äo durch a?,', y\\ «o in ß, y 

* ■ 

bezeichnen sollen. Aus der Identität 

TT "■ ß' 

folgt nun, dass der Quotient ^ von o?,,, y,,, »„ unabhängig ist Ebenso 

ergiebt sich, dass dieser Quotient von den Elena enten aller anderen Gruppen 
unabhängig ist. 

I. Setzt man nun zur Abkürzung 

^01 tt^M — tt'jJl «'34 = -X, fToi W34 — fl,ii 1^34 = y, tt„x f?34 — f?„i «134 = Z, 

t^l? t^45 — «^12 «'45 = -X '5 ^n W45 — «^12 «^45 = ^'9 ^12 t?45 — «'w »45 = Z', 

<'23tt?5()"~tt?23f54l = -X^ 5 tt?23 »50 — fl^23 tt?5() = K , W^3 ^'sij ~" <'23 W50 = Z , 

X Y Z 

X' y z' = s, 

X" y" z"^ 

so ist die Determinante S eine Function mit den oben genannten Eigen- 
Schäften. Dass sie in Bezug auf die Elemente jeder Gruppe vom zweiten 
Grade und homogen ist, ist unmittelbar ersichtlich. Um aber zu beweisen, 
dass sie identisch verschwindet , wenn die Elemente irgend einer Gruppe 
durch die entsprechenden Elemente einer anderen ersetzt werden, kann man 
sich auf den Fall beschränken, wo {xotf^Zo) durch eine andere Gruppe er- 
setzt wird, da der Ausdruck S durch eine cyklische Umsetzung der Gruppen 
(1.) nur sein Zeichen ändert. 

Ersetzt man (a^,yo«u) durch {xiffiZi) oder (o^sysÄs), so verschwinden 
im ersten Falle «ui, ©oi, w^oi? im zweiten fi»,, i?«,, tcni und daher auch S. 

Ersetzt mau {xoy,,z,^ durch (x^yiSi), so verwandeln sich die Ausdrücke 

YZ'-ZY', ZX'-XZ', XY'-YX', 

X", y", z" 

beziehungsweise von gewissen gemeinschaftlichen Factoren G^ .H abge- 
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sehen in 

und daher S in 

GH{unX2+ei2y2 + fVi2^2) = 0. 

Ersetzt man (rcu^o^o) durch (0:3^3 »3), so werden sowohl X, Y, Z als 

auch X', y", Z" den Elementen a?3, y,, »3 proportional und daher S = 0. 

Ersetzt man endlich (aJoyo^o) durch {x^y^z^)^ so gehen die Ausdrücke 

X, Y, Z, 

rz"- ZT', z'X'-xz", rr '- r jt' 

von gewissen gemeinschaftlichen Factoren Ö', Ä' abgesehen beziehungs- 
weise über in 

^4? 8^4? Ä47 
W45 ? ^*5 ? «^45 

und daher S in 

0'H'{u^x^+f)^sy4+W4iZ4) = 0. 

Es ist also identisch 

wo e von den Elementen (1.) unabhängig ist und durch Einsetzung der 
besonderen Werthsysteme 

(100), (010), (001), (011), (101), (110) 

bestimmt werden kann. Man findet e = — 1 und demgemäss 

(2.) s = -n. 

Auf dieser Identität beruht der Pascahche Satz. Fasst man nämlich die 
Werthsysteme (1.) als homogene Coordinaten von sechs Punkten auf, so 
sind («bi, ©Ol, tt^üi), («12? «'12, «?!?), . . . («607 föo^ ^5i)) die Coordinaten der Verbindungs- 
linien der Punkte und 1, 1 und 2, ... 5 und und {X, Y, Z), {X', r, Z'), 
(Jf, T\ Z") die Coordinaten der Durchschnittspunkte der Geraden (Ol) und 
(34), (12) und (45), (23) und (50). Liegen nun die Punkte (1.) auf einem 
Kegelschnitte, so verschwindet £2 und , daher auch S. Dies ist aber die Be- 
dingung, dass die genannten drei Durchschnittspunkte in einer Geraden liegen. 
II. Bezeichnet man die Determinanten 



tll U2 U3 




1 t t 


I>1 f>2 t?3 


1 


1 1 1 
f?! fJ2 tJ3 


tTi tf?3 Wz 


* 


W'i Wq tf?3 
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in üblicher Weise mit («ictr), (w'r'ir') und ihre Unterdeterminanten <?2tt?3— tt?2»3? 

f?3fri — f^3l?i, ... t?2W?3 — W?2t?3, l?3f^| — <?! ^^3 7 •*. Hlit L/j , cT?, ..«7 t^l 7 t^ 7 •••1 

SO denke man sich in der Identität (2.) die Werthsysteme (1.) beziehungs- 
weise durch 

{u,v,w,\ {u,v,w,\ {u,i\w,\ {irxw[\ (UJ\w^), {u,r,w,) 

ersetzt, wodurch 12 in * Übergehen möge. Es verwandeln sich dann 
tAu7 ^ui7 ^(117 ^12 7 <'i2 7 «^12 bcziehungsweise in tis, «3, 1^3, tii, «j, tc?i mit dem 
Factor . (tii? M?) und «I34, «347 w'347 «457 «'457 «^45 iw «3, «^i? «^37 K^ ^'n ^1 niit 
dem Factor {u'e'tc'). Setzt man daher zur Abkürzung 

Citri— fTif?! = —§, Wiu'i—Uiw'i = —r]f W|t?l— t?i«<i = — C 

TiH^3-w^i»^; = ^, H^ii/3-f/iH^3 = Ä, £7^r3-riÜ3 = c 

so verwandelt sich S in 

! S »/• t 

BC-CB' CÄ-AC AB'-BÄ 

ABC 

= {uvtcfiu'v'w'f] Ä B' C !• 

'V^~t^ t^-^^ ^n-1]^ 

Diese Determinante lässt sich aber mit Hülfe der Identität (2.) umformen, 
wenn man in derselben die Werthsysteme (1.) beziehungsweise durch 

(3.) (Wit?iii?i). (UjrjtTjX (Uif>iW^. (w3i?3W'3\ (w.Cjfr-i), («iria^I) 

ersetzt, man hat daher 

u[ tl\ u)\ riiTi U?iiii t/^ri 
«^ v\ w\ €2fr2 tc?2tf2 «^«'a 

^ , x2/ r , ,,J«' «3 tt'3 t^3«^3 tr3W3 W3«?3| 

* = — (f/i?tr) (fi € #r )* •:> r. .0 ' 

^ =Wi t?i irf C|fi?i iPiiii Miri; 

\n'2 ei^ irr ©2*^2 ^2^} ^2^2 \ 
\^i ^s ^i ^yn>i tTjiij 1I3Ü3 

Fasst man die Werthsysteme i^S.") als die Coordinaten der Seiten zweier 
Dreiecke auf, so besafft die vorstehende Identität, dass die Ecken zweier 
einem Kegelschnitte umschriebenen Dreiecke auf einem Kegelschnitte liegen. 
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m. 


FiS sei 




Xi)Xi 


Voyi 


*0^1 


a?i(r2 






X2X{) 






x^x^ 






X^Xs 






XsXi 







= T. 



yo^i+^iiHi «0^1+^0«! ^i)yi+9i)^i 
yi«2+«iy2 

y^Äu + Äj^o . 

y3«4 + «3y4 

y^^s + ^4ys 

y5«3 + »5y3 

Alsdanu ist zunächst ersichtlich, dass T in Bezug auf jedes der 
Werthsy Sterne (1.) homogen und vom zweiten Grade ist. Femer ist leicht 
zu sehen, dass T identisch verschwindet, wenn zwei der drei ersten oder 
der drei letzten Werthsysteme gleichgesetzt werden, weil dann die Deter- 
minante Tzwei gleiche Zeilen erhält. Ersetzt man aber (aJu^d^ü) ©twa durch 
(0:4^4 »4), so denke man sich, unter {pqr) die Determinante JS±Xpy^Zr ver- 
standen, die dritte, vierte, fönfte Zeile beziehungsweise mit 

--(135), (125), -(123) 

multiplicirt und zu der mif (235) multiplicirten ersten Zeile addirt. Da die 
Elemente der ersten Zeile alsdann sämmtlich verschwinden, so ist auch 
T = 0. Man hat daher 

und findet leicht f = — 1. Auf dieser Identität beruht der bekannte Satz, 
dass die Ecken zweier Poldreiecke eines Kegelschnitts auf einem Kegel- 
schnitte liegen. 

Krakau, December 1877. 
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